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1 はじめに

ケプラー問題のハミルトニアン

H(r,p) =
p2

2m
− κ

r
(1)

について考えている。

角運動量ベクトルは

L = x× p (2)

で定義され、Laplace-Runge-Lenzベクトルは

M =
1

m
p×L− κr

r

で定義される。（記号 ×は外積）外積の演算により、各成分は
i = x, y, z として、

Li =
∑

j=x,y,z

∑
k=x,y,z

ϵijkrjpk

Mi =
1

m

∑
j=x,y,z

∑
k=x,y,z

ϵijkpjLk − κri
r

(3)

となっている。（ϵxyz = ϵyzx = ϵzxy = −ϵyxz = −ϵxzy =

−ϵzyx = 1）
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このノートの目標は

{Li, Lj} =
∑
k

ϵijkLk (4)

{Mi,Mj} = −2H

m

∑
k

ϵijkLk (5)

{Li,Mj} =
∑
k

ϵijkMk (6)

を示すことである。ただし、ポアソンブラケットの演算は

{A,B} =
∑
i

[
∂A

∂ri

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂ri

]
(7)

と定義している。（本や論文によって符号が逆の定義のときが

ある。）
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2 目標の式の導出

2.1 {Li, Lj} =
∑

k ϵijkLk の導出

{Li, Lj} =
∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

ϵimnϵjm′n′{rmpn, rm′pn′}

=
∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

∑
l

ϵimnϵjm′n′

×
[
∂rmpn
∂rl

∂rm′pn′

∂pl
− ∂rmpn

∂pl

∂rm′pn′

∂rl

]
=
∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

∑
l

ϵimnϵjm′n′

× [δmlpnδn′lrm′ − rmδnlδm′lpn′ ]

=
∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

∑
l

× [ϵilnϵjm′lδmlpnδn′lrm′ − ϵimlϵjln′rmδnlδm′lpn′ ]

=
∑
m

∑
n

∑
l

[ϵimlϵjnl − ϵinlϵjml] rmpn

=
∑
m

∑
n

∑
l

ϵijlϵmnlrmpn

=
∑
l

ϵijlLl (8)
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となる。ただし、最後から二番目の式変形では

ϵimlϵjnl − ϵinlϵjml = ϵijlϵmnl (9)

を用いた。（この変形はこのノートでしばしば用いられる。）

2.2 {Mi,Mj} = −2H
m

∑
k ϵijkLk の導出

まず、

{Mi,Mj}

=

{
1

m

∑
m

∑
n

ϵimnpmLn − κri
r

,
1

m

∑
m′

∑
n′

ϵjm′n′pm′Ln′ − κrj
r

}

=
1

m2

∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

ϵimnϵjm′n′ {pmLn, pm′Ln′}

− κ

m

∑
m

∑
n

ϵimn

{
pmLn,

rj
r

}
+

κ

m

∑
m

∑
n

ϵjmn

{
pmLn,

ri
r

}
+ κ2

{ri
r
,
rj
r

}
(10)

である。
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■式 10最終辺第一項

式 10最終辺第一項のポアソンブラケット演算は、

{pmLn, pm′Ln′}

=
∑
l

[
∂pmLn

∂rl

∂pm′Ln′

∂pl
− ∂pmLn

∂pl

∂pm′Ln′

∂rl

]
=
∑
l

∑
s

∑
t

∑
s′

∑
t′

ϵnstϵn′s′t′

×
[
∂pmrspt

∂rl

∂pm′rs′pt′

∂pl
− ∂pmrspt

∂pl

∂pm′rs′pt′

∂rl

]
=
∑
l

∑
s

∑
t

∑
s′

∑
t′

ϵnstϵn′s′t′

× [δslpmptrs′(pm′δt′l + pt′δm′l)− rs(pmδtl + ptδml)pm′pt′δls′ ]

=
∑
s

∑
t

∑
s′

∑
t′

ϵnstϵn′s′t′

× [pmptrs′(pm′δt′s + pt′δm′s)− pm′pt′rs(pmδts′ + ptδms′)]

=
∑
s

∑
t

∑
s′

(ϵnss′ϵn′ts′ − ϵnts′ϵn′ss′)pmpm′ptrs

+
∑
t

∑
t

∑
s′

(ϵnm′t′ϵn′stpm − ϵnstϵn′mt′pm′)ptpt′rs (11)

となる。
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式 11最終辺の第一項は、∑
s

∑
t

∑
s′

(ϵnss′ϵn′ts′ − ϵnts′ϵn′ss′)pmpm′ptrs

=
∑
s

∑
t

∑
s′

ϵnn′s′ϵsts′pmpm′ptrs (12)

したがって、式 10最終辺第一項は

1

m2

∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

ϵimnϵjm′n′ {pmLn, pm′Ln′}

=
1

m2

∑
nmn′m′

∑
sts′

ϵimnϵjm′n′ϵnn′s′ϵsts′pmpm′ptrs

+
1

m2

∑
nmn′m′

∑
sts′

ϵimnϵjm′n′(ϵnm′t′ϵn′stpm − ϵnstϵn′mt′pm′)ptpt′rs

(13)
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式 13最終辺の第一項は

1

m2

∑
nmn′m′

∑
sts′

ϵimnϵjm′n′ϵnn′s′ϵsts′pmpm′ptrs

=
1

m2

∑
nst

(ϵijnϵjniϵnijϵstjpjpn

+ ϵinjϵjinϵjniϵstipipn + ϵinjϵjniϵjinϵstnpnpn)ptrs

=
1

m2

∑
nst

ϵijn(ϵstjpjpn + ϵstipipn + ϵstnpnpn)rspt

=
1

m2

∑
n

ϵijn(Ljpj + Lipi + Lnpn)pn

=
1

m2
(L · p)

∑
n

ϵijnpn (14)

式 13最終辺第二項は

1

m2

∑
nmn′m′

∑
sts′

ϵimnϵjm′n′(ϵnm′t′ϵn′stpm − ϵnstϵn′mt′pm′)ptpt′rs

=
1

m2

∑
nst

{ϵijnϵjin(ϵnijϵnstpjptpjrs − ϵnstϵnjipiptpirs)

+ ϵijnϵjni(−ϵnstϵijnpnptpnrs) + ϵinjϵjin(ϵjinϵnstpnptpnrs)

+ ϵinjϵjni(ϵjniϵistpnptpirs − ϵjstϵinjpnptpjrs)}

=
1

m2

∑
nst

ϵnstϵijn{(−p2j − p2i − p2n)rspt

− ϵijn(ϵnstpn + ϵistpi + ϵjstpj)pnrspt}

= − 1

m2

(
p2
∑
n

ϵijnLn + (L · p)
∑
n

ϵijnpn

)
(15)
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以上より式 10第一項は、

1

m2

∑
m

∑
n

∑
m′

∑
n′

ϵimnϵjm′n′ {pmLn, pm′Ln′}

= − 1

m2
p2
∑
n

ϵijnLn (16)

となる。
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■式 10最終辺第二項と第三項

まず、∑
mn

ϵimn

{
pmLn,

rj
r

}
=
∑
mnst

ϵimnϵnst

{
pmrspt,

rj
r

}
=
∑
mnstl

ϵimnϵnst

(
−∂pmrspt

∂pl

∂
rj
r

∂rl

)
=
∑
mnstl

ϵimnϵnst

{
−(δmlrspt + δtlrspm)

(
δjl
r

− rjrl
r3

)}
=
∑
mnst

ϵimnϵnst

{
−
(
δjm
r

− rjrm
r3

)
rspt −

(
δjt
r

− rjrt
r3

)
rspm

}
= −1

r

∑
nst

(ϵijnϵnst + ϵitnϵnsj)rspt

+
rj
r3

∑
mnst

ϵimnϵnst(rmrspt + rtrspm)

= −1

r

∑
n

ϵijnLn − 1

r

∑
nst

ϵitnϵnsjrspt +
rj
r3

∑
mn

ϵimnrmLn

= −1

r

∑
n

ϵijnLn − 1

r

∑
nst

ϵitnϵnsjrspt +
rj
r3

(r ×L)i (17)

である。途中
∑

nst rsrt = 0を使った。
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これを用いると式 10最終辺第二項と第三項は、

− κ

m

∑
m

∑
n

ϵimn

{
pmLn,

rj
r

}
+

κ

m

∑
m

∑
n

ϵjmn

{
pmLn,

ri
r

}

=
κ

m

{
− 2

r

∑
n

ϵijnLn − 1

r

∑
nst

(ϵitnϵnsj − ϵjtnϵnsi)rspt

+
1

r3

[
(r ×L)i rj − ri (r ×L)j

]}

=
κ

m

{
− 2

r

∑
n

ϵijnLn − 1

r

∑
nst

ϵstnϵijnrspt

+
1

r3

∑
n

ϵijn [(r ×L)× r]n

}

=
κ

m

{
− 2

r

∑
n

ϵijnLn − 1

r

∑
n

ϵijnLn

+
1

r3

∑
n

ϵijn [L (r · r)− r(r ·L)]n

}

=
κ

m

2

r

∑
n

ϵijnLn (18)

のようになる。

■式 10最終辺第四項

式 10第四項はポアソンブラケットの中に運動量 pが含まれ

ないことからゼロとなる。
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■結果

以上より、

{Mi,Mj} = − 1

m2
p2
∑
n

ϵijnLn +
κ

m

2

r

∑
n

ϵijnLn

= −2H

m

∑
n

ϵijnLn (19)

を得る。

2.3 {Li,Mj} =
∑

k ϵijkMk の導出

まず、

{Li,Mj}

=
∑
mn

ϵimn

{
rmpn,

1

m

∑
st

ϵjstpsLt −
κrj
r

}

=
∑
mn

ϵimn

{
rmpn,

1

m

∑
stuv

ϵjstϵtuvpsrupv −
κrj
r

}
=

1

m

∑
mnstuv

ϵimnϵjstϵtuv{rmpn, psrupv} − κ
∑
mn

ϵimn

{
rmpn,

rj
r

}
(20)

が成立する。
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■式 20最終辺第一項

式 20最終辺第一項は、

1

m

∑
mnstuv

ϵimnϵjstϵtuv{rmpn, psrupv}

=
1

m

∑
mnstuvl

ϵimnϵjstϵtuv

[
∂rmpn
∂rl

∂psrupv
∂pl

− ∂rmpn
∂pl

∂psrupv
∂rl

]
=

1

m

∑
mnstuvl

ϵimnϵjstϵtuv

× [δml(δslpv + δvlps)rupn − δnlδulrmpspv]

=
1

m

∑
mntuv

ϵimn (ϵjmtϵtuvpnru + ϵjvtϵtumpnru − ϵjutϵtnvpurm) pv

(21)

となる。
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(1) i = j のとき

式 21は

1

m

∑
mntuv

ϵimn (ϵimtϵtuvpnru + ϵivtϵtumpnru − ϵiutϵtnvpurm) pv

=
1

m

∑
mnuv

(
ϵimnϵimnϵnuvpnrupv + ϵimnϵivnϵnumpnrupv

− ϵimnϵiumϵmnvrmpupv

)
=

1

m

∑
mn

[
(ϵimn)

2pnLn + ϵimnripnpm + ϵimnrmpnpi
]

=

(∑
n

(1− δni)pnLn + Lipi

)
= p ·L
= 0 (22)

となる。
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(2) i ̸= j のとき

式 21は

1

m

{∑
muv

ϵimjϵjmiϵiuvpjrupv +
∑
tnv

ϵijnϵjvtϵtvjrvpvpn

+
∑
n

ϵinjϵjniϵijnrjpjpm −
∑
n

ϵijnϵjniϵinjrjpnpj

−
∑
nut

ϵinjϵjutϵtjurnpupu

}
=

1

m

{
− Lipj −

∑
n

ϵijn(r · p)pn

+
∑
n

ϵijn(p · p)rn +
∑
n

ϵijn(rjpn − rnpj)pj

}
=

1

m

{
− Lipj +

∑
n

ϵijn [(p · p)r − (r · p)p]n + Lipj

}
=

1

m

∑
n

ϵijn [p× (r × p)]n

=
1

m

∑
n

ϵijn(p×L)n (23)

となる。
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第一項まとめ

以上より、式 20最終辺の第一項は、

1

m

∑
mnstuv

ϵimnϵjstϵtuv{rmpn, psrupv} =
1

m

∑
n

ϵijn(p×L)n

(24)

となる。

■式 20最終辺の第二項

第二項は、

−κ
∑
mn

ϵimn

{
rmpn,

rj
r

}
= κ

∑
mnl

ϵimn
∂rmpn
∂pl

∂
rj
r

∂rl

= κ
∑
mnl

ϵimnrmδnl

(
δjl
r

− rjrl
r3

)
= κ

∑
mn

ϵimnrm

(
δjn
r

− rjrn
r3

)
= −κ

∑
m

ϵijm
rm
r

(25)

途中で
∑

mn ϵimnrmrn = 0を使っている。
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■結果

以上より、

{Li,Mj} =
1

m

∑
n

ϵijn(p×L)n − κ
∑
m

ϵijm
rm
r

=
∑
n

ϵijn

[
1

m
(p×L)− κ

r

r

]
n

=
∑
n

ϵijnMn (26)

が求まった。
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