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ラゲール陪関数は

Lk
n(x) = (−1)k

dk

dxk
Ln+k(x)

= (−1)k
dk

dxk

n+k∑
m=0

xm(−1)m
(n+ k)!

m!m!(n+ k −m)!

=
1

n!

n∑
m=0

(−1)m nPn−m n+kCn−mxm (1)

と表される。
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このことから、∫ ∞

0

dx e−xxkLk
n(x)L

k
m(x)

=

n∑
l=0

m∑
s=0

(−1)l+s
l+sCs k+l+sPk n+kCn−l m+kCm−s

=
m∑
s=0

k+sPk m+kCm−s

n∑
l=0

(−1)l+s
l+s+kCl n+kCn−l (2)

が成立する。
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k ≥ 1とすると、

n∑
l=0

(−1)l+s
l+s+kCl n+kCn−l

=
n∑

l=0

(−1)l+s
l+s+kCs+k n+kCl+k

=

n∑
l=0

(−1)l+s
l+s+kCs+k (n+k−1Cl+k + n+k−1Cl+k−1)

=
n∑

l=0

(−1)l+s
l+s+kCs+k n+k−1Cl+k−1

+
n∑

l=0

(−1)l+s+1
l+s+k−1Cs+k n+k−1Cl+k−1

=
n∑

l=0

(−1)l+s
l+s+kCs+k n+k−1Cl+k−1

+
n∑

l=0

(−1)l+s+1(l+s+kCs+k − l+s+k−1Cs+k−1)n+k−1Cl+k−1

=

n∑
l=0

(−1)l+s
l+s+k−1Cs+k−1 n+k−1Cl+k−1

=
n∑

l=0

(−1)l+s
l+s+k−1Cs+k−1 n+k−1Cn−l (3)
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となる。したがって、任意の 0以上の整数 k について、

n∑
l=0

(−1)l+s
l+s+kCl n+kCn−l =

n∑
l=0

(−1)l+s
l+sCl nCn−l(4)

が言える。

すなわち、∫ ∞

0

dx e−xxkLk
n(x)L

k
m(x)

=
m∑
s=0

k+sPk m+kCm−s

n∑
l=0

(−1)l+s
l+sCl nCn−l (5)

が成立する。

次に非負整数 n, s ≥ 0に対して、

n∑
l=0

(−1)l+s
l+sCl nCn−l = (−1)s−n

sCn (6)

を示す。ただし、s < nまたは n < 0のときは、sCn = 0と

定義されているものとする。

左辺を X(n, s)と書く。s = 0のときは、

X(n, 0) =
n∑

l=0

(−1)lnCl = δn0

より、目的式は成立している。
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任意の s > 0に対して、

X(0, s) = (−1)s

となるので、n = 0のときは、目的の式X(n, s) = (−1)s−n
sCn

は成立する。

0 ≤ k ≤ n を満たす全ての整数 k に対して、任意の s > 0

をとったときに、

X(k, s) = (−1)s−k
sCk

が成立していると仮定する。（すなわち、nに対する条件を仮

定した。）
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このとき、任意の s > 0に対して、

X(n+ 1, s) =
n+1∑
l=0

(−1)l+s
l+sCl n+1Cl

=
n+1∑
l=0

(−1)l+s
l+sCl(nCl + nCl−1)

= X(n, s) +
n∑

l=0

(−1)l+s+1
l+s+1Cs nCl

= X(n, s) +
n∑

l=0

(−1)l+s+1(l+sCs + l+sCs−1)nCl

= X(n, s)−X(n, s)

+
n∑

l=0

(−1)l+s−1(l+s−1Cs−1 + l+s−1Cs−2)nCl

= X(n, s− 1) +

n∑
l=0

(−1)l+s−1
l+s−1Cs−2nCl

= X(n, s− 1) + (−1)X(n, s− 2) +X(n, s− 3)

+ · · ·+ (−1)s−1X(n, 0)

= (−1)s−(n+1)
s∑

i=1

s−iCn

= (−1)s−(n+1)
sCn+1 (7)

となり、k = n+ 1のときも

X(k, s) = (−1)s−k
sCk (8)
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が成立する。よって帰納法により、任意の n, s ≥ 0 に対して

目的式 X(n, s) = (−1)s−n
sCn が成立する。

以上より、∫ ∞

0

dx e−xxkLk
n(x)L

k
m(x)

=
m∑
s=0

(−1)s−n
k+sPk sCn m+kCs+k

= n+kPk

m∑
s=0

(−1)s−n
s+kCn+k m+kCs+k

= m+kPk

n∑
s=0

(−1)s−m
s+kCm+k n+kCs+k

= n+kPk δmn (9)

が成立する。第三の等号は左辺が n,mに関して対称であるこ

とから生じる。第三辺が 0 でないためには、n ≤ s ≤ m と

なる s が存在する必要があり、第四辺が 0 でないためには、

m ≤ s ≤ n となる s が存在する必要がある。この事実より、

m ̸= n では 0 となることから最後の等号が帰結される。（証

明終）
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