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1 準備

1.1 リー代数 su(2)の既約ユニタリ表現と Jordan-

Schwingerの Boson化

su(2) の既約ユニタリ表現を Jordan-Schwinger の Boson

化にしたがって二つの独立な Boson演算子を用いて表す。す

なわち、i, j = 1, 2として[
ai, a

†
j

]
= δij (1)

[ai, aj ] =
[
a†i , a

†
j

]
= 0 (2)

が成立するものとして、ベクトル

|l, k⟩ = (a†1)
l−k(a†2)

l+k√
(l − k)!(l + k)!

|0, 0⟩ (3)

を定義する。ここで lは最高ウェイトを表し、これが同じベク

トルは同じ su(2)の既約表現に属することになる。

リー代数 su(2)の基底を H1,H2,H3 とし交換関係は

[Hi,Hj ] = iϵijkHk (4)

のようになっているものとする。さらに、

H± = H1 ± iH2 (5)
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という昇降演算子を用意する。

リー代数 su(2)の各演算子は

H3|l, k⟩ = k|l, k⟩ (6)

H+|l, k⟩ = −
√

(l − k)(l + k + 1)|l, k + 1⟩ (7)

H−|l, k⟩ = −
√

(l + k)(l − k + 1)|l, k − 1⟩ (8)

のように作用する。したがって

H3 =
1

2

(
a†2a2 − a†1a1

)
(9)

H+ = −a†2a1 (10)

H− = −a†1a2 (11)

となることがわかる。

ボソン演算子行列

A =

(
a1
a2

)
(12)

A† =
(
a†1 a†2

)
(13)

とパウリ行列

σx =

(
0 1
1 0

)
(14)

σy =

(
0 −i
i 0

)
(15)

σz =

(
1 0
0 −1

)
(16)
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を導入すると

H3 =
1

2
A†σzA (17)

H+ = −1

2
A†(σx − iσy)A (18)

H− = −1

2
A†(σx + iσy)A (19)

と書ける。

さらに Ã = σyA と σ†
y = σy, σyσxσy = −σx, σyσzσy =

−σz を用いると、

H3 =
1

2
Ã†σzÃ (20)

H+ =
1

2
Ã†(σx + iσy)Ã (21)

H− =
1

2
Ã†(σx − iσy)Ã (22)

と書け、

H1 =
1

2
Ã†σxÃ (23)

H2 =
1

2
Ã†σyÃ (24)

(25)

となる。
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a1|l, k⟩ =
√
l − k

∣∣∣∣l − 1

2
, k +

1

2

⟩
(26)

a2|l, k⟩ =
√
l + k

∣∣∣∣l − 1

2
, k − 1

2

⟩
(27)

a†1|l, k⟩ =
√
l − k + 1

∣∣∣∣l + 1

2
, k − 1

2

⟩
(28)

a†2|l, k⟩ =
√
l + k + 1

∣∣∣∣l + 1

2
, k +

1

2

⟩
(29)

1.2 水素原子の束縛状態の Jordan-Schwinger の

Boson表示

水素原子のハミルトニアンを

H = − ∇2

2me
− Ze2

4πϵ0r
=

p2

2me
− κ

r
(30)

に対して Schrödinger方程式

HΨ = EΨ (31)

の全束縛状態のなすヒルベルト空間 Hb について考えている

（束縛状態は E < 0となるエネルギー固有状態）。

水素原子の束縛状態波動関数は四種類のボソン生成演算子

を用いることで表現できる。すなわち l を非負の整数あるい
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は半整数として、

Ψl,mx
⊗Ψl,my

=
(a†1)

l−mx(a†2)
l+mx(b†1)

l−my (b†2)
l+my√

(l −mx)!(l +mx)!(l −my)!(l +my)!
Ψ0

(32)

によってエネルギーが

E = − 1

2(2l + 1)2
meκ

2 (33)

となりかつ正規直交化された束縛状態を表示できる。（ただ

し、mx,my = −l,−l+1, · · · l− 1, l）すなわち、Hb の完全正

規直交基底となる。

1.3 シュレディンガー方程式の放物線座標表示

放物線座標は三次元空間中の曲線直交座標の一種である。

x1 = (λ1λ2)
1
2 cosϕ

x2 = (λ1λ2)
1
2 sinϕ

x3 =
λ1 − λ2

2
(34)
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のようにデカルト座標表示 (x1, x2, x3)から、放物線座標表示

(λ1, λ2, ϕ) に移ることが出来る。このとき、

tanϕ =
x2

x1

λ1 + λ2

2
= r =

√
x2 + y2 + z2

λ1 = x3 + r

λ2 = −x3 + r (35)

のようになっている。

α =
1

N

meκ

ℏ2
(36)

となる。（以下、αN と書く。）エネルギーは N に依存し、

EN = − ℏ2

2me
α2
N = −me

2ℏ2
κ2

N2
(37)

となる。

■波動関数

波動関数の関数形は、

Ψ ∝ eimϕe−
αN
2 (λ1+λ2)(λ1λ2)

|m|
2 L

|m|
N1

(αNλ1)L
|m|
N2

(αNλ2)

(38)

のようになる。ただし、N2 = N −N1 − |m| − 1となってい

るので、独立な量子数は N,N1,mである。

|l,ma⟩ ⊗ |l,mb⟩ = Ψ
2l+1,l− |ma+mb|+(ma−mb)

2 ,ma+mb
(39)
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