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■おさらい

ハミルトニアン

H = −ℏ2∇2

2me
− Ze2

4πϵ0r
=

p2

2me
− κ

r
(1)

に対する量子力学版 Laplace-Runge-Lenzベクトルは

M =
1

2me
(p×L−L× p)− κ

r
x

=
1

me

(
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
− κ

r
x (2)
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で与えられる。（|x| = r）

■M ·L = L ·M = 0であること

まず、

L ·
(
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
=
∑
ijk

ϵijkxipj

(
xkp

2 − (x · p)pk − ℏ
i
pk

)

=
∑
ijk

ϵijk

(
xixkpjp

2 − xi(x · p)pjpk − ℏ
i
xipjpk − ℏ

i
xipjpk

)
= 0 (3)

が示せる。また、

L · x
r
=
∑
ijk

ϵijkxipj
xk

r
=
∑
ijk

ϵijkxixkpj
1

r
= 0 (4)

や

x ·L = x · (x× p) = 0 (5)
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や (
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
·L

=
∑
ijk

ϵijk

(
xkp

2 − (x · p)pk − ℏ
i
pk

)
xipj

=
∑
ijk

ϵijk

(
xkxipjp

2 + 2
ℏ
i
xkpipj − xi(x · p)pkpj − 2

ℏ
i
xipkpj

)
xipj

= 0 (6)

が示せる。これらをを用いれば

M ·L = L ·M = 0 (7)

を示せる。

■M2 について

まず、

M2 =
1

4m2
e

(p×L−L× p)2 − κ

2me
(p×L−L× p) · x

r

− κ

2me

x

r
· (p×L−L× p) + κ2 (8)
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となる。式 8右辺第一項については、

(p×L−L× p)2

= (p×L−L× p) ·
(
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
+

(
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
· (p×L−L× p)

= (p×L−L× p) · xp2

+ xp2 · (p×L−L× p)

+ (p×L−L× p) ·
(
−(x · p)p− ℏ

i
p

)
+

(
−(x · p)p− ℏ

i
p

)
· (p×L−L× p) (9)

となるが、

(p×L−L×p)·
(
−(x · p)p− ℏ

i
p

)
= 2

(
−ℏ
i
(x · p) + ℏ2p2

)
と(
−(x · p)p− ℏ

i
p

)
·(p×L−L×p) = 2

(
ℏ
i
(x · p)− 2ℏ2p2

)
より、

(p×L−L× p)2 = (p×L−L× p) · xp2

+ xp2 · (p×L−L× p)

− 2ℏ2p2 (10)
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となる。

したがって、

M2 =
1

2me
(p×L−L× p) · xH

+
1

2me
x ·H(p×L−L× p)− ℏ2p2

2m2
e

+ κ2 (11)

となる。

ここで、

[H,p] =
ℏ
i

(κ
r

)
= −ℏ

i

κx

r3
(12)

を用いると、

H(p×L) = (p×L)H − ℏ
i

κ

r3
x×L (13)

H(L× p) = (L× p)H − ℏ
i
L× κ

r3
x

= (L× p)H − ℏ
i

κ

r3
x×L− 2

(
ℏ
i

)2
κx

r3

(14)

と

x · (x×L) = 0 (15)
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より、

M2 =
1

2me
(p×L−L× p) · xH

+
1

2me
x · (p×L−L× p)H +

ℏ2

me

κ

r
− ℏ2p2

2m2
e

+ κ2

=
1

2me

{
(p×L−L× p) · x+ x · (p×L−L× p)− 2ℏ2

}
H

+ κ2 (16)

となる。

ここで、内積の三重積を用いると、

x · (p×L) = (x× p) ·L = L2 (17)

である。また、

[pi, Lj ] =
ℏ
i

∑
n

ϵinjpn (18)

である。これらを用いると、

L× p =
∑
ijk

ϵijkekLipj

=
∑
ijk

ϵijkek

(
pjLi −

ℏ
i

∑
n

ϵjnipn

)

= −p×L− 2
ℏ
i
p (19)
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となり、

x · (L× p) = x ·
(
−p×L− 2

ℏ
i
p

)
= −L2 − 2

ℏ
i
x · p (20)

が成立する。さらに、

[Li, xj ] =
ℏ
i

∑
n

ϵinjxn (21)
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を用いることにより、

(p×L) · x =
∑
ijk

ϵijkpiLjxk

=
∑
ijk

ϵijkpi

(
xkLj +

ℏ
i
ϵjikxi

)

=
∑
ijk

ϵijk

(
xkpiLj −

ℏ
i
ϵijk

(
ℏ
i
− xipi

))
= x · (p ·L)− 2

ℏ
i
x · p+ 6ℏ2

= L2 − 2
ℏ
i
x · p+ 6ℏ2

(L× p) · x =

(
−p×L− 2

ℏ
i
p

)
· x (22)

= −
(
L2 − 2

ℏ
i
x · p+ 6ℏ2

)
− 6

(
ℏ
i

)2

− 2
ℏ
i
x · p

= −L2 (23)

となる。

以上より、

M2 =
2

me
(L2 + ℏ2)H + κ2 (24)

となる。
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