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1 ハミルトニアンと対応する

Laplace-Runge-Lenzベクトル

ハミルトニアン

H = −ℏ2∇2

2me
− Ze2

4πϵ0r
=

p2

2me
− κ

r
(1)
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に対する量子力学版 Laplace-Runge-Lenzベクトルは

M =
1

2me
(p×L−L× p)− κ

r
x

=
1

me

(
xp2 − (x · p)p− ℏ

i
p

)
− κ

r
x (2)

で与えられる。（|x| = r）

このノートでは以下の後々重要となる交換関係を計算する。

[Li, Lj ] = iℏ
∑
m

ϵijmLm (3)

[Mi, Lj ] = iℏ
∑
k

ϵijkMk (4)

[Mi,Mj ] = − 2

me
iℏH

∑
m

ϵijmLm (5)

2



■[Li, Lj ]の計算

角運動量演算子についての交換関係は、

[Li, Lj ] =
∑
klmn

ϵiklϵjmn(xkplxmpn − xmpnxkpl)

=
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjklϵimn)xkplxmpn

=
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjklϵimn)xk

(
xmpl +

ℏ
i
δlm

)
pn

=
ℏ
i

∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjklϵimn) δlmxkpn

+
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjklϵimn)xkxmplpn

=
ℏ
i

∑
m

(ϵijmϵjmixjpi − ϵjimϵimjxipj)

+
∑
klmn

(ϵiklϵjmnxkxmplpn − ϵjmnϵiklxmxkpnpl)

= −ℏ
i

∑
m

ϵ2ijm(xipj − xjpi)

= iℏ
∑
m

ϵijmLm (6)

となる。具体的には、

[Lx, Ly] = iℏLz (7)

等が成立する。
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■[Mi, Lj ]の計算

まず、 [xi

r
, Lj

]
=
∑
kl

ϵjkl

[xi

r
, xkpl

]
= −ℏ

i

∑
kl

ϵjklxk
∂

∂xl

(xi

r

)
= −ℏ

i

∑
kl

ϵjklxk

(
δil
r

− xixl

r3

)
= −ℏ

i

1

r

∑
kl

ϵijkxk (8)

が成立する。

また、

[(p×L)i, Lj ] =
∑
mn

ϵimn(pmLnLj − LjpmLn) (9)

[(L× p)i, Lj ] =
∑
mn

ϵimn(LmpnLj − LjLmpn) (10)

について、

[Ln, Lj ] = −ℏ
i

∑
k

ϵnjkLk (11)

[pm, Lj ] =
∑
kl

ϵjkl(pmxkpl − xkplpi)

=
ℏ
i

∑
l

ϵjmlpl (12)
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を用いることにより、

[(p×L)i, Lj ] =
ℏ
i

∑
kmn

ϵimn (ϵjmkpkLn − ϵnjkpmLk)

=
ℏ
i

∑
kmn

(ϵimnϵjmkpkLn − ϵinmϵmjkpnLk)

=
ℏ
i

∑
kmn

ϵimnϵjmk (pkLn − pnLk)

=
ℏ
i

∑
m

ϵimjϵjmi (piLj − pjLi)

= −ℏ
i

∑
m

ϵ2ijm (piLj − pjLi)

= iℏ
∑
m

ϵijm (p×L)m (13)

および、

[(L× p)i, Lj ] =
ℏ
i

∑
kmn

ϵimn (ϵjnkLmpk − ϵmjkLkpn)

=
ℏ
i

∑
kmn

ϵimnϵjnk (Lmpk − Lkpm)

=
ℏ
i

∑
n

ϵijnϵjni (Ljpi − Lipj)

= −ℏ
i

∑
n

ϵ2ijn (Lipj − Ljpi)

= iℏ
∑
n

ϵijn (L× p)n (14)
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が成立する。

したがって、式 8、式 13、式 14より、

[Mi, Lj ] =
1

2me
[(p×L)i,Lj ]−

1

2me
[(L× p)i,Lj ]

− κ
[xi

r
, Lj

]
= iℏ

∑
k

ϵijkMk (15)

が示せる。具体的には、

[Mx, Ly] = iℏMz (16)

等が成立する。

■[Mi,Mj ]の計算

[(p× L−L× p)i, (p×L−L× p)j ]の計算

[(p× L−L× p)i, (p×L−L× p)j ]

=
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl)

× (pkLlpmLn − LkplpmLn + LkplLmpn − pkLlLmpn)

(17)

となるが、

[pm, Lj ] =
ℏ
i

∑
l

ϵjmlpl
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を使用すると、

[(p× L−L× p)i, (p×L−L× p)j ]

= 4
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl) pkLlpmLn

+
2ℏ
i

∑
klmns

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl) ϵklspspmLn

+
2ℏ
i

∑
klmns

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl) ϵmnspkplLs

− ℏ2
∑

klmnst

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl) ϵknsϵmntpspt (18)

第二，第三、第四項はゼロとなり、さらに変形を進めると、

[(p× L−L× p)i, (p×L−L× p)j ]

= 4
∑
klmn

(ϵiklϵjmn − ϵjmnϵikl) pkLlpmLn

= 4
∑
klmn

(
ϵijlϵjinδjkδim + ϵijlϵjmiδjkδin

+ ϵikjϵjinδjlδim + ϵikjϵjmiδjlδin

− ϵijnϵjilδjmδik − ϵijnϵjkiδjmδil

− ϵimjϵjilδjnδik − ϵimjϵjkiδjnδil

)
×

(
pkpmLlLn − ℏ

i

∑
s

ϵlmspkpsLn

)
(19)
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となる。式 19の第一項は、

4
∑
klmn

(ϵijlϵjinδjkδim + ϵijlϵjmiδjkδin

+ ϵikjϵjinδjlδim + ϵikjϵjmiδjlδin

− ϵijnϵjilδjmδik − ϵijnϵjkiδjmδil

− ϵimjϵjilδjnδik − ϵimjϵjkiδjnδil)

× pkpmLlLn

= 4
∑
m

ϵ2ijmpm(pjLmLi + piLjLm − pjLiLm − piLmLj)

+ 4
∑
m

ϵimjϵjmip
2
m(LjLi − LiLj)

= 4
∑
m

ϵ2imjpm (pj [Lm, Li]− pi[Lm, Lj ] + pm[Li, Lj ])

= −4
ℏ
i

∑
m

ϵijmpm(piLi + pjLj + pmLm) (20)

となる。途中の変形で、

[Li, Lj ] = −ℏ
i

∑
m

ϵijmLm

を用いた。
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式 19の第二項は、

4
∑
klmn

(ϵijlϵjinδjkδim + ϵijlϵjmiδjkδin

+ ϵikjϵjinδjlδim + ϵikjϵjmiδjlδin

− ϵijnϵjilδjmδik − ϵijnϵjkiδjmδil

− ϵimjϵjilδjnδik − ϵimjϵjkiδjnδil)

×

(
−ℏ
i

∑
s

ϵlmspkpsLn

)

= −4
ℏ
i

∑
m

(ϵijmϵjimϵmijpjpjLm + ϵimjϵjimϵjimpmpmLm

+ ϵimjϵjmiϵjmipmpiLi − ϵijmϵjimϵmjipipiLm

− ϵijmϵjmiϵijmpmpmLm − ϵimjϵjmiϵimjpmpjLj)

= 4
ℏ
i

∑
m

ϵijmpm(piLi + pjLj)

+ 4
ℏ
i

∑
m

ϵijm(p2i + p2j + 2p2m)Lm (21)

となる。式 19、式 20、式 21より、[
(p×L−L× p)i , (p×L−L× p)j

]
= 4

ℏ
i
p2
∑
m

ϵijmLm

(22)

となる。
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[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
の計算[

(p× L−L× p)i,
xj

r

]
=
∑
kl

ϵikl

[
(pkLl − Lkpl),

xj

r

]
=
∑
kl

ϵikl

[
(pkLl + Llpk),

xj

r

]
= 2

∑
kl

ϵikl

[
pkLl,

xj

r

]
− ℏ

i

∑
skl

ϵiklϵlks

[
ps,

xj

r

]
(23)

となるが、式 23の第二項は、

−ℏ
i

∑
skl

ϵiklϵlks

[
ps,

xj

r

]
= −

(
ℏ
i

)2∑
kls

ϵiklϵkls

(
δsj
r

− xjxs

r3

)

=

(
ℏ
i

)2∑
kls

ϵ2ikl

(
δij
r

− xjxi

r3

)

= 2

(
ℏ
i

)2(
δij
r

− xjxi

r3

)
(24)
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となり、式 23の第一項は、

2
∑
kl

ϵikl

[
pkLl,

xj

r

]
= 2

∑
klmn

ϵiklϵlmn

(
pkxmpn

xj

r
− xj

r
pkxmpn

)
= 2

ℏ
i

∑
klmn

ϵiklϵlmn

{(
δjk
r

− xkxj

r3

)
xmpn

+ pkxm

(
δjn
r

− xnxj

r3

)}

= 2
ℏ
i

∑
kl

ϵikl

(
δjk
r

− xkxj

r3

)
Ll

+ 2
ℏ
i

∑
kl

ϵikl
∑
mn

ϵlmnpkxm
δjn
r

= 2
ℏ
i

∑
l

ϵijl
1

r
Ll − 2

ℏ
i

xj

r3
(x×L)i

+ 2
ℏ
i

∑
kl

ϵikl
∑
m

ϵlmjpkxm
1

r
(25)
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となる。したがって、式 23、式 25、式 24より、[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
= 2

ℏ
i

∑
l

ϵijl
1

r
Ll − 2

ℏ
i

xj

r3
(x×L)i

+ 2
ℏ
i

∑
kl

ϵikl
∑
m

ϵlmjpkxm
1

r

+ 2

(
ℏ
i

)2(
δij
r

− xjxi

r3

)
(26)

となる。[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
+
[
xi

r , (p× L−L× p)j
]
の計算

式を用いると、[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
+
[xi

r
, (p× L−L× p)j

]
=

4ℏ
i

∑
kl

ϵijl
1

r
Ll +

2ℏ
i

1

r3
{xi(x×L)j − xj(x×L)i}

+
2ℏ
i

∑
klm

ϵiklϵlmj(pkxm − pmxk)
1

r
(27)

12



となる。ここで、式 27右辺第三項は、

2ℏ
i

∑
klm

ϵiklϵlmj(pkxm − pmxk)
1

r

=
2ℏ
i

∑
l

ϵ2ijl(pjxi − pixj)
1

r

=
2ℏ
i

∑
l

ϵ2ijl(xipj − xjpi)
1

r

=
2ℏ
i

∑
l

ϵijlLl
1

r

=
2ℏ
i

1

r

∑
l

ϵijlLl (28)

、式 27右辺第二項は、

2ℏ
i

1

r3
{xi(x×L)j − xj(x×L)i}

=
2ℏ
i

1

r3

∑
l

ϵ2ijl{xi(x×L)j − xj(x×L)i}

=
2ℏ
i

1

r3

∑
l

ϵijl{x× (x×L)}l

=
2ℏ
i

1

r3

∑
l

ϵijl{x× [x(x · p)− x2p]}l

= −2ℏ
i

1

r

∑
l

ϵijlLl (29)

となる。
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したがって、[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
+
[xi

r
, (p× L−L× p)j

]
=

4ℏ
i

∑
kl

ϵijl
1

r
Ll (30)

式 30と式 22より、

[Mi,Mj ] =
1

4m2
e

[
(p×L−L× p)i , (p×L−L× p)j

]
− κ

2me

{[
(p× L−L× p)i,

xj

r

]
+
[xi

r
, (p× L−L× p)j

]}

= − 2

me
iℏ
(

p2

2me
− κ

r

)∑
m

ϵijmLm

= − 2

me
iℏH

∑
m

ϵijmLm (31)

が導出される。
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