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第 1章

水素原子の数理概要

1.1 水素原子と量子論・量子力学の構築

水素原子と量子論の関わりは 1885年に Balmerの発見した水素原子の発光スペクトル

線の間隔に関する法則に始まる [1]。1890 年には Balmer の発見を受けて Rydberg の公

式が提唱され、新たな発光スペクトルの存在が予想された [2]。Rydbergの公式の正しさ

は 20世紀中の Balmer系列以外のスペクトル系列の発見により確かめられた [3]。

Rydberg の公式の意味は、20 世紀の初頭に現れた Bohr の原子模型 [4] や Bohr–

Sommerfeld の量子化 [5] 等の前期量子論によって説明されるようになった。すなわち、

水素原子において取り得るエネルギーが離散化され、

En = − 1

2n2
me

ℏ2

(
Ze2

4πϵ0

)2

(1.1)

となることが理解されたのである。離散化されたエネルギーをエネルギー準位といい、ス

ペクトル輝線に相当する発光エネルギーはエネルギー準位差で与えられる。*1

一方で、Rydbergの公式と前期量子論の出現により法則は見えてきたのだが、裏にある

力学はまだわかっていなかった。

前期量子論を発展させ、エネルギーを求める問題を固有値問題として定式化した代表的

人物が Schrödingerや Heisenbergである。彼らの基礎方程式に従って量子論的粒子の振

る舞いを記述する枠組みが量子力学であり、Schrödingerについては波動力学形式の量子

*1 より精度の良い測定を行うと細かい準位の分裂が起きていることが知られている。相対論的効果（微細構
造、スピン軌道相互作用等の Dirac方程式から説明されるもの）、原子核の構造に由来する効果（原子核
の双極子モーメントとの相互作用（超微細構造）、核四極子相互作用、原子核が有限サイズである効果）、
量子電磁気学的効果（Lamb shift等）等が原因となっている。
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力学 [6]、Heisenbergについては行列力学形式の量子力学 [7]、と呼ばれることがある。*2

量子力学の創設により水素原子を始めとする色々なポテンシャル下におけるエネルギーを

求めることが可能になった。

水素原子に対して量子力学が適用されたのは量子力学の創設とほぼ同時である。1926

年に Schrödingerは波動力学形式の量子力学創設に関わる 4部作 [6]を表したが、その中

で Schrödinger方程式の解としての水素原子の波動関数が求められている。

1.2 水素原子における偶然縮退と力学的対称性

1.2.1 水素原子における偶然縮退

Schrödinger方程式を用いた水素原子の解法は量子力学の誕生とともに世界中に知られ

るようになった。一方で、水素原子の Schrödinger方程式には興味深い数理構造が潜んで

いることが「偶然縮退」と呼ばれる問題を通じて次第に明らかになっていた。Schrödinger

方程式は対称性に伴ってエネルギーの縮退が起きる場合がある。縮退は対称性を表す群の

表現論によって理解可能である。

例えば、球対称性 SO(3)を持つポテンシャル下では Schrödinger方程式

HΨ(r) =

[
− ℏ2

2me
∇2 − V (r)

]
Ψ(r) = EΨ(r) (1.2)

を球極座標*3によって変数分離を行うことができ、固有波動関数 Ψn,l,m(θ, ϕ, r)を球面調

和関数 Yl,m(θ, ϕ) と動径方向関数 Rn,l(r)の積

Ψn,l,m(θ, ϕ, r) = Yl,m(θ, ϕ)Rn,l(r) (1.3)

の形で表示できる。

球面調和関数は角運動量量子数 l、磁気量子数m、で分類することが可能である。ここ

で、l は角運動量の二乗演算子 L2 の固有値で定まり、m は角運動量の量子化軸方向成分

（量子化軸は任意に定めることが可能だが、z 方向に定めた場合は Lz のこと）の固有値で

定まる。すなわち、

L2Yl,m = ℏ2l(l + 1)Yl,m
lzYl,m = ℏmYl,m

(1.4)

*2 両形式は Schrödinger自身により等価であることが示されており [8]、現在では特に区別はされない。
*3 動径を r、量子化軸から見た極角を θ、方位角を ϕとする。
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のように解かれる。両量子数の取り得る値は

l ∈ Z≥0,m ∈ Z,−l ≤ m ≤ l (1.5)

のように制限を受ける。したがって、lを決めた時に取り得るmの数は 2l + 1個である。

動径方向の固有関数 Rn,l に出てくる量子数 n は動径方向の節の数（したがって

n ∈ Z≥0）である。固有値 En,l は動径方向の固有関数 Rn,l ごとに得られる。固有値が

En,l となる状態の数 (縮重度)は 2l + 1である。

水素原子においても球対称性 SO(3)に基づく縮退が存在する。しかしながら水素原子

においては

V (r) = −κ
r

(1.6)

として、

En,l = − 1

2(n+ l + 1)2
meκ

2

ℏ2
(1.7)

となり、固有値が n+ lだけで定まってしまうという現象が生じている。したがって、固

有値が E = − 1
2N2

meκ
2

ℏ2 となる状態の縮重度は N2 となっており、一般の SO(3)の系よ

りも縮重度が大きい。系が元々持っていた空間対称性からは予測できない高度な縮退は

「偶然縮退」と呼ばれ、より大きな対称性の存在が示唆されるのである。

1.2.2 Laplace–Runge–Lenzベクトルと力学的対称性の発見

実のところ、「偶然縮退」を特徴付ける対称性を明らかにするための数理物理的道具立

ては、量子力学の創設以前より存在していた。すなわち、水素原子の問題の古典力学バー

ジョンである Kepler問題における保存量 (運動の第一積分)を求める問題に遡ることがで

きる。

球対称ポテンシャル下では角運動量保存則に伴って軌道が平面内に束縛されることが

知られているが、Kepler 問題では引力ポテンシャルが Coulomb 型となることにより、

特別な状況が生じることがわかっている。すなわち Kepler 問題ではエネルギーが負と

なる束縛状態においては軌道が保存される。このような軌道が保存される系においては

独立な運動の第一積分は 5個となっている。Kepler問題はエネルギーと角運動量三成分

の他に独立な運動の第一積分（保存量）が一つあるということである。Kepler問題にお

けるこの独立した第一積分を含んでいるものが Laplace–Runge–Lenz(LRL) ベクトルで

ある。LRLベクトルは角運動量ベクトルと直交し、近日点とポテンシャル中心を結ぶ方
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向を指している。このような独立な運動の第一積分が 2n − 1（自由度 nの場合）となる

ハミルトン系は後に極大超可積分系 [11] という概念でまとめられることになる。例えば

3 次元等方調和振動子は極大超可積分系であり、エネルギーや角運動量ベクトルの他に

Jauch–Hill–Fradkinテンソルというものが保存される [12, 13]。実は、球対称性を持つポ

テンシャルで束縛状態において軌道が必ず保存されるようなものは Coulomb型か等方調

和振動子型に限られる、ということは Bertrandの定理 [9, 10]として 19世紀より知られ

ている。Bertrandの定理の主張は両系が極大超可積分系であることを意味している、と

いうのが現代的な解釈である。

LRL ベクトルの発見史を簡単に記述する。LRL ベクトルの最初の発見者は

Hermann[14]であり、次にその師匠である Johann Bernoulli[15]によって良い形にまと

められたとされている。本ベクトルの筆頭に名前を残している Laplace[16]は解析力学的

な定式化を行ったとのことで、現在では最初の発見者ではないとされている。その後、

Gibbs[18]や Runge[19]によって再発見されたが、彼らはベクトル解析の記号を用いて表

現しており、これにより LRL ベクトルは広く知られるようになった。*4Lenz[17] につい

ては量子論的取り扱いを行った（自己随伴作用素になるように再定義した）という貢献

である。また、水素原子のスペクトルを導出するために Pauli[20]が有効活用したことか

ら、量子力学版 LRLベクトルを Lenz–Pauliベクトルと呼ぶことがある。

LRLベクトルのようなハミルトニアンの空間的対称性から予測できない保存量に関連

した対称性は力学的対称性と呼ばれる。LRLベクトルの存在、すなわち力学的対称性の

存在が「偶然縮退」を説明することになる。

まず、Pauli が角運動量ベクトルと LRL ベクトル各成分、計 6 個の演算子が成す Lie

代数を用いて Heisenberg 形式で定式化された水素原子の量子力学の問題を解いた [20]。

適当な線形結合をすることにより上記 Lie代数が独立な su(2)代数の和で表される (直和)

ことを利用している。束縛状態全体からなる Hilbert空間を考えた時に、上記 Lie代数の

ユニタリ既約部分空間が、縮退した束縛状態からなる部分空間であることがわかったので

ある。本テキスト 3章においてこの Pauliの解法を解説する。

水素原子の Schrödingerを幾何学的に考察し、四次元空間の回転対称性 SO(4)の存在

を明らかにしたのが、Fock[21]である。Fockは適当な変数変換により水素原子の波動関

数を四次元空間中の超球面調和関数として表示できることが明らかにした。*5適当な変換

とは、空間フーリエ変換による運動量表示の導入と立体射影 (一点コンパクト化)による

*4 有名な Gibbsの講義録を基にした教科書やそれに続く Rungeの教科書に載っている。
*5 現代的な視点としては、等質空間 S3 上の調和解析とみなすことができる。
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運動量空間中の変数変換である。

Pauli と Fock の解法の関係を明らかにしたのが、Bargmann[22] である。Bargmann

は、Pauliの発見した Lie代数が実は Lie代数 so(4)であり、四次元回転対称性を生成す

るを明らかにした。すなわち、LRLベクトルの幾何学的役割が明らかにされた。*6

ここまでは束縛状態について述べたが、水素原子にはエネルギーゼロ状態・散乱状態

が存在する。これら三状態は相異なる力学的対称性を持つことが知られている。束縛状

態が四次元回転対称性 SO(4)を持つのに対して、エネルギーゼロ状態はユークリッド群

ISO(3) の対称性、散乱状態はローレンツ群 SO(3, 1) の対称性を持つ。束縛状態以外の

対称性についても LRLベクトルが重要な働きをする。4章では三状態における力学的対

称性を解説する。

1.3 スペクトル生成代数と共形幾何学構造

水素原子にはスペクトル生成代数 su(1, 1)という、前節で述べた力学的対称性 so(4)代

数とは別の代数構造が備わっている。スペクトル生成代数は異なるエネルギーを持つ状態

間を結びつける演算子が出てくる代数である。一方で、力学的対称性代数は同じエネル

ギーの状態間を結びつける演算子からなる代数である。この違いはハミルトニアンとの可

換性として表れる、すなわち対称性代数の方はハミルトニアンと可換となるが、スペクト

ル生成代数の方は非可換となる。また、so(4)が有限次元ユニタリ既約表現を持つのに対

して、スペクトル生成代数 su(1, 1)の方は有限次元のユニタリ既約表現を持たない。この

数学的事実は、対称性代数における有限次元ユニタリ既約表現の存在が物理的には有限の

縮重度として表れるのに対して、スペクトル生成代数における有限次元ユニタリ既約表現

の非存在は物理的には束縛状態の個数が有限でないことに対応している。5章においてこ

のスペクトル生成代数の存在とそれを用いた水素原子の解法について説明する。

スペクトル生成代数 su(1, 1)と三状態の力学的対称性 so(4), iso(3), so(3, 1)代数を統一

する代数構造、すなわちそれぞれの代数を部分代数として含む大きな代数として、so(4, 2)

代数構造あるいは SO(4, 2)群構造というものがある。このような代数構造は対称性に伴

う縮重度を説明できるだけではなく、異なるエネルギーをもつ波動関数同士を結びつける

演算子を含んでいる点で有用である。数学的には全ての束縛状態が力学的群の同一の既約

ユニタリ表現に属することに相当している。例えば、Stark効果のような縮退の破れを伴

*6 さらに放物座標による変数分離についても考察し、四次元の回転対称性が見えやすくなっていることを指
摘した。[22]
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う外場の影響を代数的に考えることができて便利である。一般にスペクトル生成代数と力

学的対称性代数を統一する代数に対応する Lie群を力学的群（dynamical group）と呼ば

れる。水素原子の場合、力学的群 SO(4, 2)が共形幾何学に関連の深い群となるという点

で数理物理学者からは注目を受けることが多かった。実は LRLベクトルは特殊共形変換

演算子というものを含む形となっていおり、水素原子の背後に潜む共形幾何学を浮かび上

がらせるものとなっている。LRLベクトルを通じて見える共形幾何学の構造については

6章で解説する。

1.4 因数分解解法と超対称性量子力学

調和振動子の Schrödinger 方程式は因数分解 (factorization) で解くことができること

が知られている [25]。これにより、微分方程式をまともに取り扱う (特殊関数を導入する

という意味)ことなく、代数的にエネルギーを求めることが可能になる。同様に水素原子

についても球極座標による変数分離の後に出てくる動径方向の二階微分方程式について因

数分解解法が適用できる。[26]

1951 年に Infeld–Hull[27] によって二階の常微分方程式の因数分解解法が整理された。

水素原子についてもこの方法により異なる角運動量をもつ状態が縮退する理由が垣間みら

れる。

この解法はWitten[28]らが考えた超対称性量子力学 [29]と関連が深い。すなわち、因

数分解の際に導入される演算子やハミルトニアンは N = 2超対称性代数を構成している

と見なすことができる。7章では因数分解解法と絡めて水素原子に潜む N = 2超対称性

代数について解説する。実は、この超対称性代数の構造は相対論効果が入ったときにも保

たれること、すなわち Dirac方程式の下でも残ることが Katsura–Aoki[30]によって示さ

れている。この超対称性代数構造は可解な量子力学系においてよく見られる構造であり、

直交多項式の研究等で重要となる [40]。
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第 2章

Kepler問題における隠れた対称性

2.1 はじめに

この章では古典力学の Kepler問題のハミルトニアン

H(x,p) =

[
p2

2m
− κ

r

]
(2.1)

における運動の積分（保存量）について考える。まずハミルトニアン H 自体が運動の積

分である。

角運動量ベクトル

L = x× p (2.2)

を定義すると（記号 ×は外積を表す。）、Kepler問題だけではなく一般に中心力問題にお

いてこれが保存される。

さらに運動の積分として、Laplace–Runge–Lenz（LRL）ベクトルというものがある。

LRLベクトルは

M =
1

m
p×L− κx

r

で定義される。

外積の演算により両ベクトルの各成分は i = x, y, z として、

Li =
∑

j=x,y,z

∑
k=x,y,z

ϵijkxjpk

Mi =
1

m

∑
j=x,y,z

∑
k=x,y,z

ϵijkpjLk − κxi
r

(2.3)

9



で与えられることが分かる。*1（ϵxyz = ϵyzx = ϵzxy = −ϵyxz = −ϵxzy = −ϵzyx = 1 で

ある。）

2.2 ハミルトン形式の解析力学

ハミルトン形式の解析力学において、量 A = A(x,p, t)の時間発展は、

dA

dt
= {A,H}+ ∂A

∂t
(2.4)

のように与えられる。ただし、Poisson括弧

{A,B} =
∑
i

[
∂A

∂xi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂xi

]
(2.5)

を導入した。

物理量 Aが陽に時間に依らないときは、

dA

dt
= {A,H} (2.6)

であり、このときに Aが運動の積分、すなわち保存量となるためには、

{A,H} = 0 (2.7)

が必要十分条件である。

2.3 LRLベクトルの性質

■問題 1

角運動量保存則と LRLベクトル保存則は

{Li,H} = 0, {Mi,H} = 0 (2.8)

で与えられる。直接計算によって示してみよう。

*1 両方ともベクトルと呼んでしまっているが、LRLベクトルが 1ベクトルであるのに対して、角運動量ベ
クトルが 2 ベクトルあるいは擬ベクトルである。この違いは Kepler 問題を高次元化した時に顕在化す
る。
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■問題 2

後々、M2 という量が重要となるが、*2

M2 =
2HL2

m
+ κ2 (2.9)

となることを示そう。

■問題 3

実は

M ·L = 0 (2.10)

となり、LRLベクトルと角運動量ベクトルは直交する。すなわち、Lは運動している面*3

に直交することから、M は運動している面にあることがわかる。これを示そう。

■問題 4

LRLベクトルと角運動量ベクトルの各成分間の Poisson括弧演算は

{Li, Lj} =
∑
k

ϵijkLk (2.11)

{Mi,Mj} = −2H

m

∑
k

ϵijkLk (2.12)

{Li,Mj} =
∑
k

ϵijkMk (2.13)

のように計算されることを示そう。

2.4 離心率と LRLベクトルの関係

xがM と成す角を θ とすると

M · x = rM cos θ (2.14)

となる。一方、

M · x =
1

m
(p×L) · x− κr

=
L2

m
− κr

*2 so(4)の Casimir演算子を計算するときに
*3 xと pが張る面のこと。運動面の存在は Keplerの法則の一つでもある。
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なので

1

r
=
κm

L2

(
M

κ
cos θ + 1

)
(2.15)

となる。

■引力の場合、すなわち κ > 0の場合

式 2.15は原点、すなわちポテンシャル中心を焦点とする円錐曲線の方程式となってい

る。ここで、

p :=
L2

κm
(2.16)

は通径と呼ばれる量であり、

e :=
M

κ

=
1

κ

√
2HL2

m
+ κ2

=

√
2HL2

κ2m
+ 1

は離心率と呼ばれる量である。すなわち、LRLベクトルの大きさは離心率に関係がある。

ちなみに、

• H > 0のときに e > 1となり双曲線上の運動

• H = 0のときに e = 1となり放物線上の運動

• H < 0のときに 0 ≤ e < 1となり楕円（あるいは真円）上の運動

となっている。θ = 0 となるとき、r は最小となり、軌道が近日点を通ることがわかる。

したがって、LRLベクトルの方向はポテンシャル中心から近日点を向く方向となってい

ることがわかる。

■斥力の場合、すなわち κ < 0の場合

つねに H > 0となり、双曲線上の運動となる。式 2.15は、

1

r
=

|κ|m
L2

(
M

|κ|
cos θ − 1

)
(2.17)

のように書き直される。離心率は、

e :=
M

|κ|
=

√
2HL2

κ2m
+ 1 (2.18)
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で、通径は

p :=
L2

|κ|m
(2.19)

となる。やはり、近日点は θ = 0のときで、LRLベクトルの方向はポテンシャル中心か

ら近日点を向く方向となっていることがわかる。
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第 3章

束縛状態に対する Pauliの解法と力
学的対称性 SO(4)

3.1 角運動量ベクトル

角運動量ベクトルは、

L =
∑
ijk

ϵijkxipjek (3.1)

で定義される。球対称性ポテンシャル下では角運動量保存則として、

[Li,H] = 0 (3.2)[
L2,H

]
= 0 (3.3)

が成立する。球対称性ポテンシャルの問題では、この保存則に対応した縮退が必ず存在す

る。球対称性をもつということはハミルトニアンを不変にする対称操作が O(3)群を成す

ということである。空間反転対称性に関する対称操作を除いた対称操作としては SO(3)

群を成す。

保存則 3.3より、角運動量の二乗 L2 とハミルトニアンは同時対角化可能となる。した

がって、H の各固有状態は L2 の固有状態でもある。so(3)代数を用いることで 2l + 1重

縮退したハミルトニアンの固有状態が存在し、対応する固有値が ℏ2l(l + 1)となることが

分かる。（lは非負整数）縮退した固有状態空間は SO(3)群の一つの既約表現に属する。
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3.2 量子力学版 LRLベクトル

3.2.1 定義

量子力学版 LRLベクトルは

M =
1

2me
(p×L−L× p)− κ

r
x (3.4)

で定義される。（|x| = r としている。）

■問題 1

このベクトルがエルミート演算子であることを示してみよう。

■問題 2

式

M =
1

2

{
1

2me

(
xp2 − 2(x · p)p

)
+ xH

}
+ h.c. (3.5)

が成立することを確かめてみよう。

3.2.2 量子力学版 LRLベクトルの性質

■問題 3

ハミルトニアンと LRLベクトルは交換可能

[M ,H] = 0 (3.6)

であることを確かめよう。

ハミルトニアンと LRLベクトルの自乗演算子も交換可能[
M2,H

]
= 0 (3.7)

であることを確かめよう。

■問題 4

角運動量ベクトル Lと LRLベクトルM は直交すること、すなわち、

M ·L = L ·M = 0 (3.8)

が成立することを確かめよう。
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■問題 5

角運動量ベクトル Lと LRLベクトルM の各成分間の交換関係が、

[Li, Lj ] = iℏ
∑
m

ϵijmLm (3.9)

[Mi, Lj ] = iℏ
∑
k

ϵijkMk (3.10)

[Mi,Mj ] = − 2

me
iℏH

∑
m

ϵijmLm (3.11)

となることを確かめよう。

■問題 6

LRLベクトルの自乗演算子は

M2 =
2

me
(L2 + ℏ2)H + κ2 (3.12)

となることを確かめよう。古典版・量子版 LRLベクトルで、M2 の表示がやや異なるこ

とがわかる。*1

3.3 so(4)代数の導入

3.3.1 生成子

4 次元ベクトル空間における回転操作を表す SO(4) 群の生成子は so(4) 代数の基底を

なす。同ベクトル空間において原点を通り互いに直交する平面が 4C2 = 6個存在するが、

それぞれの平面の回転操作に対応した部分群を生成する 6個の角運動量演算子が SO(4)

群の生成子となる。角運動量演算子は、

Lij = xipj − xjpi (3.13)

と書かれるが、生成子となるためにはこの中で 6個の線形独立なものを選ぶ必要がある。

指標 (i, j)の組を
(1, 2), (2, 3), (3, 1), (1, 4), (2, 4), (3, 4)

と選んだときこれらは線形独立である。

*1 ℏ → 0の極限で古典版 LRLベクトルの表示になる。
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角運動量演算子（とくに独立な 6個に限る訳ではない）については、次の交換関係が成

立する。

[Lij , Lkl] = [xipj , xkpl]− [xjpi, xkpl]− [xipj , xlpk] + [xjpi, xlpk]

=
ℏ
i
{δjkLil + δjlLki + δikLlj + δilLjk} (3.14)

ここで、

L23 = L1, L31 = L2, L12 = L3, L14 = M̃1, L24 = M̃2, L34 = M̃3

(3.15)

と置くとこれらの間の交換関係は、

[Li, Lj ] = iℏ
∑
m

ϵijmLm (3.16)[
M̃i, L̃j

]
= iℏ

∑
m

ϵijmM̃m (3.17)[
M̃i, M̃j

]
= iℏ

∑
m

ϵijmLm (3.18)

のように整理される。

3.3.2 直和分解

so(4)代数は独立な su(2)代数の直和として表現することが出来る。以下にそれを示す。

ベクトル

A =
1

2

(
L+ M̃

)
(3.19)

B =
1

2

(
L− M̃

)
(3.20)

を導入すると依然として A,B の各成分は線形独立である。このとき、A,B の各成分に

ついて交換関係を計算すると、

[Ai, Aj ] = iℏ
∑
m

ϵijmAm (3.21)

[Bi, Bj ] = iℏ
∑
m

ϵijmBm (3.22)

[Ai, Bj ] = 0 (3.23)

となり、A,B の各成分はそれぞれが独立に su(2)代数の基底となっており、部分代数を

成していることが分かる。
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3.3.3 既約表現

階数が 2なので so(4)代数では独立な Casimir演算子（各基底と交換可能な演算子）が

二つ存在する。例えば A2 と B2 を選べる。したがって、so(4)代数の既約表現を考えた

ときにその表現空間では A2 や B はスカラーとなる。さらに、その表現空間は A2 の既

約表現空間とB2 の既約表現空間の直積となる。

Aの成分を基底とする su(2)代数の既約表現空間は、非負の整数または半整数 la で指

定され、
{|la,ma⟩a|ma = −la,−la + 1, · · · , la − 1, la}

のように表される。ただし、|la,ma⟩a はA2, A3 の同時固有状態であり、

A2|la,ma⟩a = la(la + 1)ℏ2|la,ma⟩a (3.24)

A3|la,ma⟩a = maℏ|la,ma⟩a (3.25)

である。

同様に B の成分を基底とする su(2)代数の既約表現空間は、非負の整数または半整数

lb で指定され、
{|lb,mb⟩b|mb = −lb,−lb + 1, · · · , lb − 1, lb}

のように表される。同様に |lb,mb⟩b はB2, B3 の同時固有状態であり、

B2|lb,mb⟩b = lb(lb + 1)ℏ2|lb,mb⟩b (3.26)

B3|lb,mb⟩b = mbℏ|lb,mb⟩b (3.27)

である。

したがって、la, lb を指定したときに、A や B の各固有状態の直積の形で表される

(2la + 1)(2lb + 1)個の状態からなる Hilbert空間

{|la,ma⟩a|lb,mb⟩b|
ma = −la,−la + 1, · · · , la − 1, la,mb = −lb,−lb + 1, · · · , lb − 1, lb}

が so(4)代数の一つの既約表現に属する。
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3.4 so(4)代数の水素様原子の解法への適用

3.4.1 Hilbert空間の制限と so(4)代数の既約表現

L,M はそのままの形では、so(4)代数の基底と見なすことが出来ない。式??の右辺は

スカラーにならないことが障害となる。

そこで、演算子が作用する Hilbert空間を限定する必要がある。Lと H、M と H は

それぞれ同時対角化可能であることから、作用する同じエネルギー固有値を持つ縮退した

状態からなる Hilbert空間に限定したときに、式??の右辺で出てくる H をエネルギー固

有値 E として置き換えることが可能である。さらに、式??についても置き換えが可能で

ある。

束縛状態を考えると E < 0である。規格化した LRLベクトル M̃ を

M = M̃

√
−2E

me
(3.28)

によって導入すると、L,M̃ の各成分は、so(4) 代数の交換関係である式 3.16、3.17、

3.18 を満足することがわかる。したがって、この固有エネルギーが等しい状態からなる

Hilbert空間は so(4)代数の一つの既約表現に属することが分かる。（さらなる縮退をもた

らす別の対称性がなければという但し書きは付く。）

3.4.2 エネルギースペクトルの導出

上記の既約表現に属する Hilbert空間を考える。このときエネルギー固有値は定まって

おり、

M̃
2
=

me

−2E

{
2

me
(L2 + ℏ2)E + κ2

}
= −L2 − ℏ2 − meκ

2

2E
(3.29)

となる。ここで、L2,M̃2 については、so(4)代数におけるカシミール演算子でなく、ス

カラーではないことに注意が必要である。

so(4)代数の導入で定義したA,B について考える。まず、A2 は既約表現の中では

A2 =
1

4

{
L2 + M̃

2
+L · M̃ + M̃ ·L

}
=

1

4

(
−ℏ2 − meκ

2

2E

)
(3.30)
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のようにスカラーとなる。同様にB2 については、

B2 =
1

4

(
−ℏ2 − meκ

2

2E

)
(3.31)

となる。

式 3.30、3.31より、実はA2 = B2であることがわかる。したがって考えているHilbert

空間は、so(4)代数の既約表現のうち la = lb という形式のものに属すことになる。すべて

の so(4)代数の既約表現が用いられる訳ではないということである。

考えている既約表現について、la = lb = l̃とする。このとき、

ℏ2 l̃(l̃ + 1) =
1

4

(
−ℏ2 − meκ

2

2E

)
(3.32)

であるから、

E = − 1

2(2l̃ + 1)2
me

ℏ2
κ2 (3.33)

となる。ここで l̃ は非負の整数あるいは半整数なので、n := 2l̃ + 1は正整数となること

がわかる。すなわち、nを正整数として、

En = − 1

2n2
me

ℏ2
κ2 = − 1

2n2
me

ℏ2

(
Ze2

4πϵ0

)2

(3.34)

が求めるべきエネルギースペクトルである。

縮重度は既約表現の次元であり、

(2l̃ + 1)(2l̃ + 1) = n2 (3.35)

となる。
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第 4章

連続状態とゼロエネルギー状態の力
学的対称性

有限次元 Lie代数を構築するために必要な操作は表現空間の制限である。すなわち、演

算子が作用する表現空間をハミルトニアンの固有値が E となるような状態からなる部分

ヒルベルト空間に制限する。すると、LRLベクトルの成分同士の交換関係はこの空間に

おいては

[Mi,Mj ] = −2iℏ
E

me
ϵijkLk (4.1)

となる。これにより、6つの演算子 Lx, Ly, Lz,Mx,My,Mz で閉じた有限次元 Lie代数を

構成することができる。

4.1 力学的対称代数の構築

前節までで Lie代数はほぼ構築できたと言える。しかしながらこの Lie代数の正体はま

だ不明である。実のところ固有値 E の符号によって異なる Lie代数（Lie代数同型の意味

で）となるので、場合分けして調べる必要がある。

(1)E < 0の時

これは束縛状態を考えることに相当する。この時

M̃ =

√
me

2|E|
M (4.2)
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とおくと、交換関係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.3)[
Li, M̃j

]
= iℏϵijkM̃k (4.4)[

M̃i, M̃j

]
= iℏϵijkLk (4.5)

の様に集約できる。これは四次元 Euclid空間における（狭義）回転群 SO(4)に対応する

Lie代数 so(4)である。

(2)E = 0の時

これは古典的には放物線軌道に相当する状態であり非束縛状態である。この時の交換関

係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.6)

[
Li, M̃j

]
= iℏϵijkM̃k (4.7)

[
M̃i, M̃j

]
= 0 (4.8)

の様に集約される。これは 3次元 Euclid空間の連続対称群 ISO(3, 1)(Euclid空間の連続

対称性は回転対称性と並進対称性である。) に対応する Lie代数 iso(3, 1)である。

(3)E > 0の時

これは散乱状態を考えることに相当する。この時

M̃ =

√
me

2|E|
M (4.9)

とおくと、交換関係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.10)

[
Li, M̃j

]
= iℏϵijkM̃k (4.11)

[
M̃i, M̃j

]
= −iℏϵijkLk (4.12)

の様に集約できる。これは 3 + 1−Minkowski空間における（狭義）回転群 SO+(3, 1)に

対応する Lie代数 so(3, 1)である。
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4.2 もう一つの LRLベクトルと力学的対称代数の構築方法

実のところ（量子力学版の）LRL ベクトルと呼ばれるものにはもう一つある。すな

わち、

M =
1

2

{
1

2me

(
xp2 − 2(x · p)p

)
+ xH

}
+ h.c. (4.13)

において H = E とすることで得られる演算子

M(E) =
1

2

{
1

2me

(
xp2 − 2(x · p)p

)
+ xE

}
+ h.c. (4.14)

も LRLベクトルと呼ばれる。ここで、E はある実数であり特にハミルトニアンの固有値

である必要は特にはない。この LRLベクトルは水素原子のスペクトルを Fock の方法で

計算するときに出てくるものであり、Bargmannが導出した。この LRLベクトルが関わ

る交換関係は

[Li,Mj(E)] = iℏϵijkMk(E) (4.15)

[Mi(E),Mj(E)] = −2iℏ
E

me
ϵijkLk (4.16)

となる。このことから Lx, Ly, Lz,Mx,My,Mz も有限次元 Lie代数をなすことがわかる。

先の節までの LRLベクトルと同様に E の符号によって異なる Lie代数（Lie代数同型

の意味で）となるので、場合分けして調べる必要がある。

(1)E < 0の時

この時

M<(E) =

√
me

2|E|
M(E) (4.17)

とおくと、交換関係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.18)

[Li,M<,j(E)] = iℏϵijkM<,k(E) (4.19)

[M<,i(E),M<,j(E)] = iℏϵijkLk (4.20)
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の様に集約できる。これは四次元 Euclid空間における（狭義）回転群 SO(4)に対応する

Lie代数 so(4)である。

(2)E = 0の時

これは古典的には放物線軌道に相当する状態であり非束縛状態である。この時の交換関

係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.21)

[Li,Mj(0)] = iℏϵijkMk(0) (4.22)

[Mi(0),Mj(0)] = 0 (4.23)

の様に集約される。これは 3次元 Euclid空間の連続対称群 ISO(3, 1)に対応する Lie代

数 iso(3, 1)である。

(3) E > 0の時

これは散乱状態を考えることに相当する。この時

M>(E) =

√
me

2|E|
M(E) (4.24)

とおくと、交換関係は

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk (4.25)

[Li,M>,j(E)] = iℏϵijkM>,k(E) (4.26)

[M>,i(E),M>,j(E)] = −iℏϵijkLk (4.27)

の様に集約できる。これは 3 + 1Minkowski空間における（狭義）回転群 SO+(3, 1)に対

応する Lie代数 so(3, 1)である。
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第 5章

スペクトル生成代数 su(1, 1)を利用
した解法

本章は主に [23, 33]を参考にしている。

5.1 変数分離

球座標表示にして、角運動量演算子を用いると Schrödinger方程式は[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− L2

ℏ2r2
+

2κ

r

me

ℏ2
+ 2E

me

ℏ2

]
Ψ(r) = 0

(5.1)

のように書き換えられる。

したがって、動径部分の固有値方程式[
r
d2

dr2
+ 2

d

dr
− l(l + 1)

r
+ 2κ

me

ℏ2
+ 2E

me

ℏ2
r

]
Rl(r) = 0

(5.2)

に帰着する。

さらに β > 0を

β2 = − κ2

2E

me

ℏ2
(> 0) (5.3)

を満たす数、α > 0を

α2 = −2E
me

ℏ2
=

(
meκ

βℏ2

)2

(5.4)
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を満たす数とすると、式 5.2は、

1

2

[
−r d

2

dr2
− 2

d

dr
+
l(l + 1)

r
+ α2r

]
Rl(r) = αβRl(r)

(5.5)

となる。さらに変数変換

t = αr (5.6)

を行うと、

1

2

[
−t d

2

dt2
− 2

d

dt
+
l(l + 1)

t
+ t

]
Rl(t/α) = βRl(t/α)

(5.7)

と変換できる。

以下、この固有値方程式 5.7を解く。

5.2 su(1, 1)代数の導入

su(1, 1)代数は三次元ベクトル空間上で定義される Lie代数であり、生成子 N0, N1, N2

に対して、

[N1, N2] = −iN0, [N0, N1] = iN2, [N2, N0] = iN1 (5.8)

が成立するものである。第一式の右辺の符号が +となった場合は、su(2)代数になる。

su(2)と su(1, 1)は次元が同じだが、性質が著しく異なる部分がある。すなわち、su(2)

から生成される Lie群がコンパクトであるのにたいして、su(1, 1)ではノンコンパクトと

なる。それに伴って既約ユニタリ表現空間の次元が su(1, 1)では無限となる。

su(2)代数同様、昇降演算子を定義できる。N± = N1 ± iN2 としたときに、

[N0, N±] = ±N±, [N+, N−] = −2N0, N
†
+ = N− (5.9)

が成立する。さらに、全ての生成子との Lieブラッケット演算が 0となるような Casimir

演算子が存在する。すなわち、

C = N2
0 −N2

1 −N2
2 = N2

0 − 1

2
(N+N− +N−N+) (5.10)

が Casimir演算子である。所々で、やはり su(2)のものとは符号が異なっているので注意

されたい。

26



ユニタリ表現は C,N0 の同時固有状態として、記述することができる。

C|k,m′⟩ = k(k − 1)|k,m′⟩
N0|k,m′⟩ = (k +m′)|k,m′⟩ (5.11)

k > 0は実数、m′ は非負整数である。k が同じ固有状態は、同じ既約表現に属する。

対応する固有状態は昇演算子を用いて、

|k,m′⟩ =

√
Γ(2k)

m′!Γ(2k +m′)
(N+)

m′
|k, 0⟩ (5.12)

のように表す事ができる。これは、

N−N+ = N2
0 +N0 − C (5.13)

⟨k,m′|N−N+|k,m′⟩ = (m′ + 1)(2k +m′) (5.14)

などから求めることができる。

5.3 su(1, 1)解法

まず、元の動径部分微分方程式 5.7の固有関数が重み 1で直交系をなすように微分方程

式を変形するのだが、これは難しくはない。すなわち、l を同じくする固有関数は r を重

みとして直交系を成すのだから、これらの固有関数に r
1
2 を掛けたものは重み 1で直交系

を成すはずであり、これを解とするような固有方程式を作れば良い。そのためには

ψl(t) = t
1
2Rl(t/α) (5.15)

を導入する。これらは微分方程式

1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

+ t

]
ψl(t) = βψl(t)

(5.16)

を満たす。この lを同じくする方程式の固有関数は、直交系をなすことになる。

ここで 5.16左辺を N0、すなわち、

N0 =
1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

+ t

]
(5.17)
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とする。さらに

N+ =
1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

− t+ 2t
d

dt
+ 1

]
(5.18)

とおくと、 [
t
d2

dt2

]†
= 2

d

dt
+ t

d2

dt2
,

[
t
d

dt

]†
= −t d

dt
− 1,

[
d

dt

]†
= − d

dt

により、

N†
+ =

1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

− t− 2t
d

dt
− 1

]

となる。

N†
+ = N− とみなすと、式 5.9

[N0, N±] = ±N±, [N+, N−] = −2N0, N
†
+ = N−

が成立することがわかる。従って、N1 ± iN2 = N± となる N1N2 と N0 は su(1, 1)代数

の基底となることがわかる。

ここで Casimir演算子は計算により

C = N2
0 − 1

2
(N+N− +N−N+)

= l(l + 1) (5.19)

となることがわかる。

式 5.11の表記を用いると、k = l + 1,m′ = β − l − 1の時 5.16の解となり、

C|l + 1, β − l − 1⟩ = l(l + 1)|l + 1, β − l − 1⟩
N0|l + 1, β − l − 1⟩ = β|l + 1, β − l − 1⟩ (5.20)

となる。ここで k = l + 1 > 0は成立している。また、β としては l + 1以上の整数が許

される。これを N と書いて、対応する E,αを EN , αN と書くと、

EN = − 1

2N2

me

ℏ2
κ2 (5.21)

αN =
meκ

Nℏ2
(5.22)

となる。すなわち、Schrödingerの解法の解と一致する。
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また、N に対応する ψl を ψN,l とかくと、

ψN,l = |l + 1, N − l − 1⟩ (5.23)

となる。

ここで導入された su(1, 1) の演算子たちの中でも K+,K− はそれぞれエネルギーの上

昇演算子、下降演算子を表している。エネルギーの異なる状態を結びつける働きをする演

算子を含むこの Lie代数のことをスペクトル生成代数と呼び、演算子たちをスペクトル生

成演算子と呼ぶことがある。

5.4 三状態に関する su(1, 1)解法の適用可能性について

ゼロエネルギー状態は

1

2
(N0 +N1)ψl(t) = ψl(t) (5.24)

散乱状態は

N1ψl(t) = βψl(t) (5.25)

という固有値問題*1となる。

■問題 1 なぜそうなるのか考えてみよう。

三状態を記述するために必要な su(1, 1)のユニタリ既約表現は異なる。それについては

Lindblad–Nagel[24]に詳しい。

*1 正しくは一般化スペクトルを考える必要がある
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第 6章

水素原子に潜む共形幾何学

本章は [33, 35]を主に参考にしている。

6.1 共形変換代数

Minkowski 空間 R1,3 における Maxwell 方程式は Lorentz 対称性に加えて共形対称性

（conformal symmetry）をもつ。共形対称性に対応する共形変換代数 so(4, 2) について議

論する。

この節では Einsteinの縮約が使われる。テンソルの上付き添え字は反変成分に、下付

き添え字は共変成分に対応する。ここで計量テンソル ηを導入したが、これを行列として

表示した場合に

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = diag(−1, 1, 1, 1) (6.1)

となるように定義している。時間成分は第 0成分、空間成分は第 1,2,3成分とする。また

反変ベクトルに対して、x2 は xµxµ = ηµνx
µxν を表すものとする。

6.1.1 Minkowski計量を保つ微小な線形座標変換

微小な線形座標変換

dx′ν = Λν
µdx

µ = (δνµ + Lν
µ)dx

µ (6.2)
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について考える。微小座標変換がMinkowski計量 ηµνdx
µdxν を保つとは、

ηµνdx
µdxν = ηµνdx

′µdx′ν = ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ (6.3)

O(L) の範囲で成立することを言う。このとき、右辺において O(L2) となる項を無視す

ると、

ηµνdx
µdxν = ηµνΛ

µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ

= (ηρσ + ηρνL
ν
σ + ηµσL

µ
ρ)dx

ρdxσ (6.4)

が成立する。すなわち、

(Lρσ + Lσρ)dx
ρdxσ = 0 (6.5)

が成立し、Lが反対称テンソルであることすなわち、

Lρσ + Lσρ = 0 (6.6)

が要請される。Minkowski計量を保つ微小な線形変換は、Minkowski空間における狭義

回転すなわち狭義 Lorentz変換に対応する。

6.1.2 狭義 Lorentz変換と Lie代数 so(3, 1) ≃ sl(2,C)

狭義回転演算子を Lとしたとき、これに期待される役割は O(L)の範囲で反対称テンソ

ル Lρ
µ を用いて

e−iLxρeiL = (δρµ + Lρ
µ)x

µ (6.7)

と書けること、すなわち反対称テンソル Lρ
µ を用いて

[L, xρ] = iLρ
µx

µ (6.8)

と書けることである。このとき、Lは、

L = ixµLν
µ
∂

∂xν
= ixµL

νµ ∂

∂xν
= −ixµL

µν ∂

∂xν
(6.9)

と書ける。ここで、狭義回転演算子

Mµν = −iηµαx
α ∂

∂xν
+iηναx

α ∂

∂xµ
= −ixµ

∂

∂xν
+ixν

∂

∂xµ
(6.10)

を導入すると、

L = −ixµL
µν ∂

∂xν
=

1

2
LµνMµν (6.11)
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が成立する。

ここで、Mµν 同士の交換関係を Lieブラケットと解釈すると、これらの演算子は Lie代

数 so(3, 1) ≃ sl(2,C) をなすことがわかる。すなわち、

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ−iηνρMµσ−iηµσMνρ+iηνσMµρ (6.12)

が成立する。また、Mµν (µ < ν) は基底をなし、Lie 代数の次元は 6 であることもわ

かる。

6.1.3 並進演算子

Minkowski 空間は並進対称性をもつ。並進演算子を P としたとき、これに期待される

役割は O(ϵ)の範囲で

e−iPxρeiP = xρ + ϵρ (6.13)

と書けること、すなわち

[P, xρ] = iϵρ (6.14)

と書けることである。このとき、P は、

P = iϵµ
∂

∂xµ
(6.15)

と書ける。ここで、並進演算子

Pµ = i
∂

∂xµ
(6.16)

を導入すると、

P = ϵµPµ (6.17)

と書ける。明らかに

[Pµ, Pν ] = 0 (6.18)

である。
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6.1.4 Poincaré対称性と Lie代数 iso(3, 1)

並進演算子と狭義 Lorentz変換演算子がなす代数はPoincaré代数と呼ばれ、Minkowski

空間の対称性である Poincaré対称性を記述する。両演算子の間では交換関係

[Mµν , Pρ] = iηµρPν − iηνρPµ (6.19)

が成立する。Poincaré代数は Lie代数としては iso(3, 1)と同型である。

6.1.5 Minkowski計量が 0の場合にこれを保つ微小線形変換

再び微小な線形座標変換

dx′ν = Λν
µdx

µ = (δνµ + Lν
µ)dx

µ (6.20)

について考える。微小座標変換がMinkowski距離 ηµνdx
µdxν = 0を保つとは、

ηµνdx
µdxν = ηµνdx

′µdx′ν = ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ = 0 (6.21)

が O(L)の範囲で成立することを言う。このとき、狭義 Lorentz変換に対応する微小線形

変換に限らず、
Lρσ ∝ ηρσ

のときも成立する。これは計量を定数倍するものであり、スケール変換あるいは伸長変換

（dilation）に対応するものである。

■伸長（dilationあるいは dilatatioin）演算子

座標を (1 + ϵ) 倍する伸長演算子を D(1 + ϵ) としたとき、これに期待される役割は

O(ϵ)の範囲で

e−iD(1+ϵ)xρeiD(1+ϵ) = (1 + ϵ)xρ (6.22)

と書けること、すなわち

[D(1 + ϵ), xρ] = iϵxρ (6.23)

と書けることである。すなわち、伸長演算子

D = ixµ
∂

∂xµ
(6.24)
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を導入して、

D(1 + ϵ) = ϵD (6.25)

と書ける。伸長演算子と Poincaré代数を合わせた Lie代数においては、交換関係が

[D,Mµν ] = 0 (6.26)

[D,Pµ] = −iPµ (6.27)

のように計算されるこの Lie代数はスケール不変性を保つ理論について議論する際に必要

となる。

■反転演算子

反転変換（inversion）あるいは反転演算子という概念を導入する。共形対称性を保つ理

論を考える際には必須となる演算子である。離散変換

I : xν 7→ xν

x2
(6.28)

を反転変換と呼び、対応する演算子を反転演算子と呼ぶ。反転演算子は

I2 = 1 (6.29)

となる性質を持つ。また、y = Ixとした時に座標変換のヤコビアンは

∂yν

∂xµ
=

1

x2

(
δνµ − 2xνxµ

x2

)
(6.30)

である。

■伸長演算子と反転演算子の関係

次の式が成立する。

IDI = −D (6.31)

この式は、y = Ixとした時に、
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DIf(x) = ixµ
∂

∂xµ
f(y) (6.32)

= ixµ
∂f

∂yν
(y)

∂yν

∂xµ
(6.33)

= ixµ
∂f

∂yν
(y)

1

x2

(
δνµ − 2xνxµ

x2

)
(6.34)

= −i
∂f

∂yν
(y)

xν

x2
(6.35)

= −i
∂f

∂yν
(y)yν (6.36)

が成立し、

IDIf(x) = −iI(yν
∂f

∂yν
(y)) = −ixν

∂f

∂xν
(x) = −Df(x) (6.37)

となる。二つ目の等号では Iy = xを用いている。

■特殊共形変換演算子

反転演算子 I は原点の変換について特異的な性質を持っており、扱いやすいものではな

い。ところが Kµ = IPµI のような演算子を考えると、これは特異性を持たない。この演

算子を特殊共形変換演算子と呼ぶ。この演算子を求めよう。まず、

PµIf(x) = i
∂f

∂yν
(y)

1

x2
(
δνµ − 2yνxµ

)
(6.38)

となる。ここで Ix2 = 1
x2 を用いると、

IPµIf(x) = i
∂f

∂xν
(x)

(
x2δνµ − 2xνxµ

)
(6.39)

となる。すなわち、

Kµ = i
(
x2δνµ − 2xνxµ

) ∂

∂xν
(6.40)

となる。
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6.1.6 共形変換代数 so(4, 2)

Poincaré 代数の各演算子と伸長演算子と特殊共形変換演算子がなす代数を共形変換代

数という。次の交換関係が成立する。

[D,Kµ] = iKµ (6.41)

[Kµ,Kν ] = 0 (6.42)

[Pµ,Kν ] = −2iMµν − 2iηµνD (6.43)

[Mµν ,Kρ] = iηµρKν − iηνρKµ (6.44)

したがって、a ̸= 0とすると、[
1

2

(
aKµ − a−1Pµ

)
,
1

2

(
aKν + a−1Pν

)]
= −1

4
([Pµ,Kν ] + [Pν ,Kµ])

= iDηµν (6.45)

[
1

2

(
aKµ ± a−1Pµ

)
, D

]
= i

1

2

(
aKµ ∓ a−1Pµ

)
(6.46)

といった式が成立する。

共形変換代数は Lie代数としては so(4, 2)と同型であるが、それを見通しよくするため

に、0 ≤ µ, ν ≤ 3として、

M4 −1 := D (6.47)

Mµ −1 :=
1

2
(aKµ + a−1Pµ) (6.48)

Mµ 4 :=
1

2
(aKµ − a−1Pµ) (6.49)

を導入する。これを用いると、Mµν (−1 ≤ µ < ν ≤ 4) は共形変換代数の基底をなす

ことがわかる。（次元は 15）そして、元の計量テンソルを拡張した新たな 6次元の計量テ

ンソル η を導入する。
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η =


−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 (6.50)

= diag(−1,−1, 1, 1, 1, 1) (6.51)

負の符号をもつ第 (−1)成分と、正の符号をもつ第 4成分が加わったことになる。この

計量テンソルを用いると、交換関係は

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ−iηνρMµσ−iηµσMνρ+iηνσMµρ (6.52)

のように統一的に書かれることがわかる。すなわち共形変換代数が Lie 代数としては

so(4, 2)と同型であることが明確となった。

共形変換代数は任意の次元の Euclid 空間 Rn や Lorentz 空間 Rp,q に一般化できる。

すなわち、Minkowski 空間 R1,3 に対するのと同様の手法で共形変換代数を構成できる。

Euclid空間 Rn の場合は共形変換代数は、so(n+ 1, 1)となり、Lorentz空間 Rp,q の場合

は共形変換代数は、so(p+ 1, q + 1)となる。*1

共形変換代数 so(p, q)はMinkowski空間の狭義回転群 SO+(p+1, q+1)と局所同型と

なる共形変換群 C(p, q)を生成することが知られている。共形変換群とは共形平坦空間*2

であることを保つ微分同相群である。共系変換群はスケール不変の物理現象、例えば臨界

現象の記述に役立つ。3 + 1Minkowski空間に対応する共形変換群 C(3, 1)の場合、四重

被覆群が SU(2, 2)となり、これはツイスター空間 C2,2 におけるエルミート内積を保つ群

となり、この事実はツイスター理論において重要となる [41]。

*1 実は 1+ 1次元Minkowskiあるいは 2次元 Lorentz空間については Virasoro代数という無限次元 Lie

代数が共形変換代数となる。
*2 η をMinkowski空間の計量をとした時に、計量が gµν(x) = ηµνω2(x)となるような計量空間
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6.2 水素原子における共形幾何学構造

6.2.1 運動量表示で見える、水素原子の so(4, 1)構造

この節では i = 1, 2, 3とする。*3位置演算子や角運動量演算子は運動量表示では

xi = iℏ
∂

∂pi
(6.53)

Lij = xipj − xjpi = iℏ
(
−pi

∂

∂pj
+ pj

∂

∂pi

)
(6.54)

となる。新たに

D = p · x = iℏpi
∂

∂pi
(6.55)

Ki = p2xi − 2pi(p · x) = iℏ
(
p2

∂

∂pi
− 2pipj

∂

∂pj

)
(6.56)

を定義する。

前節の議論において xを pに形式的に置き換えて、ηij = δij とすれば、

[Lij , Lkl] = iℏδikLjl−iℏδjkLil−iℏδilLjk+iℏδjlLik (6.57)

[xi, xj ] = [Ki,Kj ] = [D,Lij ] = 0 (6.58)

[Lij , xk] = iℏδikxj − iℏδjkxi, [Lij ,Kk] = iℏδikKj − iℏδjkKi (6.59)

[D,xi] = −iℏxi, [D,Ki] = iℏKi, [xi,Kj ] = −2iℏLij − 2iℏδijD (6.60)

となる。先の議論のように

Mij := Lij/ℏ (6.61)

M45 := D/ℏ (6.62)

Mi5 :=
1

2ℏ
(aKi + a−1xi) (6.63)

Mi4 :=
1

2ℏ
(aKi − a−1xi) (6.64)

*3 反変も共変も全て下付き添え字で書く。
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η = diag(1, 1, 1, 1,−1) (6.65)

としてやると、*4

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ−iηνρMµσ−iηµσMνρ+iηνσMµρ (6.66)

となり、これらが 3次元運動量空間の共形変換代数 so(4, 1)をなすことがわかる。

ここで演算子の Hermite化について述べる。Lij , xi は Hermite演算子であるが、Dと

Ki は Hermite演算子ではない。そこで、Hermite化した演算子

DH =
D +D†

2
(6.67)

KH
i =

Ki +K†
i

2
(6.68)

を導入する。このとき、上の議論でDをDH、Ki をKH
i とした場合も so(4, 1)代数とな

ることを確かめることができる。

Hermite化演算子を用いると、LRLベクトル

M(E) =
1

2

{
1

2me

(
xp2 − 2(x · p)p

)
+ xE

}
+ h.c. (6.69)

は、

M(E) =
1

2me
KH + Ex (6.70)

と表される。すなわち、LRLベクトルは実は 3次元運動量空間中で特殊共形変換の働き

を内包しているのである。ここで a = 1/
√
2me|E|とすると、

M>(|E|) =
√

me

2|E|
M(|E|) = 1

2

(
aKH + a−1x

)
M<(−|E|) =

√
me

2|E|
M(−|E|) = 1

2

(
aKH − a−1x

)
となり、

Mij := Lij/ℏ (6.71)

M45 := D/ℏ (6.72)

Mi5 :=M>,i(−|E|)/ℏ (6.73)

Mi4 :=M<,i(−|E|)/ℏ (6.74)

*4 ただし i, j = 1, 2, 3
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η = diag(1, 1, 1, 1,−1) (6.75)

としてやると、*5

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ−iηνρMµσ−iηµσMνρ+iηνσMµρ (6.76)

となり、これらが 3次元運動量空間の共形変換代数 so(4, 1)をなすことがわかる。

この so(4, 1)を考える意義は、水素原子における 3種類の状態の対称性 Lie代数 so(4, 1)

は iso(3), so(3, 1), so(4) 部分代数と含むことである。すなわち、異なる種類の状態を包括

的に考えることができる Lie代数となっているのである。

6.2.2 スペクトル生成演算子の Hermite化

無次元化した動径

t = αr, α =
√
2me|E|/ℏ (6.77)

を用いて前章の su(1, 1)解法で出てきたスペクトル生成演算子

N0 =
1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

+ t

]
(6.78)

N± =
1

2

[
−t d

2

dt2
− d

dt
+

(
l + 1

2

)2
t

− t± 2t
d

dt
± 1

]
(6.79)

を三次元極座標表示に書き換えると、*6

N0 =
1

2α

[
−r d

2

dr2
− d

dr
+

1

4r
+

L2

ℏ2r
+ α2r

]
(6.80)

N± =
1

2α

[
−r d

2

dr2
− d

dr
+

1

4r
+

L2

ℏ2r
− α2r ± 2αr

d

dr
± α

]
(6.81)

N1 =
1

2α

[
−r ∂

2

∂r2
− ∂

∂r
+

1

4r
+

L2

ℏ2r
− α2r

]
(6.82)

N2 =
1

2i

[
2r

∂

∂r
+ 1

]
(6.83)

となる。

*5 ただし i, j = 1, 2, 3
*6 形式的には L2 = ℏ2l(l + 1)とすれば良い。
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ここで、

Ñi := r−1Nir (6.84)

とすると、 [
Ñ1, Ñ2

]
= −iÑ0,

[
Ñ0, Ñ1

]
= iÑ2,

[
Ñ2, Ñ0

]
= iÑ1 (6.85)

が成立し、Ñi も su(1, 1)を構成することがわかる。さらに、

DH =
1

2
(x · p+ p · x) = ℏ

i

(
r
∂

∂r
+

3

2

)
(6.86)

を用いると、

ℏÑ2 = DH (6.87)

ℏÑ0 =
1

2
√

2me|E|

[
1

2
(rp2 + p2r) +

1

4r

]
+

1

2

√
2me|E|r (6.88)

ℏÑ1 =
1

2
√

2me|E|

[
1

2
(rp2 + p2r) +

1

4r

]
− 1

2

√
2me|E|r (6.89)

となり、Hermite化されていることがわかる。

6.2.3 水素原子における so(4, 2)の共形幾何構造

ここまでで水素原子において、二つの代数構造を見てきた。一つは異なる 3種類の状態

の対称性を包含する Lie代数 so(4, 1)であり、もう一つはスペクトル生成 Lie代数 su(1, 1)

である。前者が同じエネルギー内の状態を結びつけるのに対して、後者はエネルギーの異

なる状態を結びつける働きをする。両者を統合すれば、全状態を結びつける代数を構築で

きることが期待される。両者の統合可能性についてはヒントがあって、それは前々節で述

べた so(4, 1)の演算子 DH が、前節の su(1, 1)の演算子 ℏÑ2 が一致することにある。

構成には本来試行錯誤が必要であるが結果を記すと、先に定義した Mµ,ν (µ, ν =

1, 2, 3, 4, 5)に加えて、

M56 := Ñ0 (6.90)

M46 := Ñ1 (6.91)

Mi6 :=
1

2ℏ
rpi + h.c. (6.92)

η = diag(1, 1, 1, 1,−1,−1) (6.93)
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としてやると、*7

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ−iηνρMµσ−iηµσMνρ+iηνσMµρ (6.94)

となり、これらが so(4, 2)を構成する。これは 3 + 1次元Minkowski空間に対応する共

形幾何学を記述する。

*7 ただし i, j = 1, 2, 3
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第 7章

因数分解解法と超対称性構造

本章は主に [31, 38]を参考にしている。

動径部分の固有値方程式[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2

r

κme

ℏ2
+ 2E

me

ℏ2

]
Rl(r) = 0

について Rl(r) = ψl(r)/r とおけば、一回微分の項を消去することができる。すなわち、

ψl に関する固有値方程式[
d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

2

r

κme

ℏ2
+ 2El

me

ℏ2

]
ψl(r) = 0 (7.1)

に帰着させることができる。

Hl(r) = − d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
− 2

r

κme

ℏ2
(7.2)

とおけば、

Hl(r)Rl(r) = 2El
me

ℏ2
ψl(r) =: ϵlψl(r) (7.3)

と書ける。以下、この固有値方程式における束縛状態の解を求めることを考える。

7.1 水素原子の因数分解解法

7.1.1 昇降演算子の導入

この節では、

Hl(r) = a†l al + cl (7.4)
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cl はスカラーという形式に書き換えることを考える。al は一回微分を含む演算子であり、

a†l はその共役演算子である。

これは可能であり、

al =
d

dr
+
l

r
− 1

l

κme

ℏ2
(7.5)

a†l = − d

dr
+
l

r
− 1

l

κme

ℏ2
(7.6)

cl = − 1

l2

(κme

ℏ2
)2

(7.7)

により達成される。（l ≥ 1で成立している。）

一方、別の書き換えをすることができる。それを見よう。昇降演算子と呼ばれるゆえん

が見えてくる。

まず、al, a
†
l の交換関係は、

[al, a
†
l ] = − 2l

r2
(7.8)

となることから、

ala
†
l = a†l al −

2l

r2

= Hl(r)− cl −
2l

r2

= Hl−1(r)− cl (7.9)

となり、（ただし、l ≥ 1）

Hl−1(r) = ala
†
l + cl (7.10)

が成立する。したがって、l ≥ 1で、

Hl(r) = al+1a
†
l+1 + cl+1 = a†l al + cl (7.11)

となる。ただし、式 7.11の最初の等式に付いては l = 0でも成立している。
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7.1.2 昇降演算子の働き

角運動量量子数 l ≥ 1に対応する解が

Hlψl,k = ϵl,kψl,k (7.12)

のように与えられたとする。

このとき、

Hl+1a
†
l+1ψl,k =

[
a†l+1al+1 + cl+1

]
a†l+1ψl,k

=
[
a†l+1(Hl − cl+1) + cl+1a

†
l+1

]
ψl,k

= ϵl,ka
†
l+1ψl,k (7.13)

が成立する。

この等式より、a†l+1ψl,k = 0でなければ a†l+1ψl,k が角運動量量子数 l+ 1に対応する解

となり、かつ、ψl と同じエネルギー ϵl,k を持つことが分かる。すなわち、a
†
l は角運動量

量子数に関する上昇演算子（固有状態に作用する）である。しかも（固有状態に作用した

場合）エネルギーを保つという特性を持つ。

さらに、l ≥ 1として、

Hl−1alψl,k =
[
ala

†
l + cl

]
alψl,n

= [al(Hl − cl) + clal]ψl,k

= ϵl,kalψl,k (7.14)

この等式より、alψl,k = 0でなければ alψl,k が角運動量量子数 l− 1に対応する解となり、

かつ、ψl と同じエネルギー ϵl,k を持つことが分かる。すなわち、al は角運動量量子数に

関する下降演算子（固有状態に作用する）である。しかも（固有状態に作用した場合）エ

ネルギーを保つという特性を持つ。

7.1.3 束縛状態のスペクトルと縮重度

■スペクトル

束縛状態のエネルギーの縮重度は有限である。したがって、固有状態が与えられたとき

に、上昇演算子、あるいは下降演算子を作用させて無限に状態を作ることは出来ない。上

昇演算子については、a†l+1ψ = 0を満たす波動関数 ψが存在すること、下降演算子につい
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ては、量子数 l についての制限 l ≥ 1によって、作用させることのできる回数が有限であ

ることが保証される。（al は l = 0で定義不能である。）

ここで、a†l+1ψ = 0を満たす ψ は、明らかに Hl の固有状態である。すなわち、

Hlψ =
[
al+1a

†
l+1 + cl+1

]
ψ = cl+1ψ (7.15)

となり、対応する固有値は

cl+1 = − 1

(l + 1)2

(κme

ℏ2
)2

(7.16)

となる。この ψ を ψl,0 とすると、

ψl,0 ∝ rl+1e−
r

l+1
κme
ℏ2 (7.17)

がその関数形である。対応するエネルギーは、

El,0 = − 1

2(l + 1)2
κ2me

ℏ2
(7.18)

である。自明なことであるが、lが異なれば El,0 は異なる。

■縮重度

縮退している状態の数は以下のようにして分かる。上記の状態に降演算

子を作用させることで、縮退しているが異なる角運動量量子数を持つ状態

alψl,0, al−1alψl,0, · · · , a1 · · · al−1alψl,0 を得ることができる。

それぞれの状態の縮退数はスピンを考慮しない場合、2l+1, 2l− 1, · · · , 1となる。した
がって、スピンを考慮しない縮退数は

l∑
m=0

(2m+ 1) = l(l + 1) + l + 1 = (l + 1)2 (7.19)

となる。以上より、束縛状態の波動関数（下降演算子と ψl,0 で書かれる）とエネルギーを

求めることが出来た。

7.2 超対称性量子力学（SUSY QM）

7.2.1 超対称性ハミルトニアン

次の様なハミルトニアンを考える。

H =

(
H1 0
0 H2

)
+

(
E 0
0 E

)
(7.20)

46



ただし、A,A† ∈ L2(R)を共役な一階の微分演算子の組みとして、

H1 = A†A, (7.21)

H2 = AA† (7.22)

と書けるものとする。考えている Hilbert空間は

Hfb = L2(R)⊕ L2(R) (7.23)

というものになる。

ここで、二つの共役な演算子

Q =

(
0 0
A 0

)
, (7.24)

Q† =

(
0 A†

0 0

)
(7.25)

を定義すると反交換ブラケット {·, ·}*1を用いて、

{Q,Q} = 0 (7.26){
Q†, Q†} = 0 (7.27){
Q,Q†} = H − E (7.28)

などが成立する。そして、

Q2 =
(
Q†)2 = 0 (7.29)

である。

したがって、

H =
(
Q+Q†)2 + E (7.30)

と書くことが可能である。この様なハミルトニアンを超対称性ハミルトニアンと呼ぶ。

7.2.2 フェルミオン演算子の導入

行列で定義される次の演算子

f =

(
0 0
1 0

)
(7.31)

f† =

(
0 1
0 0

)
(7.32)

*1 反交換ブラケット {·, ·}は、{A,B} = AB +BAなる双線形な二項演算子である。
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を導入する。これらの間には

{f, f†} = 1 (7.33)

{f, f} = 0 (7.34)

{f†, f†} = 0 (7.35)

という関係式が成立し、

f2 =
(
f†

)2
= 0 (7.36)

となる。ここで f をフェルミオンの消滅演算子、f† をフェルミオンの生成演算子と呼び、

合わせてフェルミオンの演算子と呼ぶ。

これらを用いると、

Q = Af (7.37)

Q† = A†f† (7.38)

が成立し、先に導入した式 7.20の超対称性ハミルトニアンは

H =
(
Af +A†f†

)2
+ E (7.39)

と書けることがわかる。

7.2.3 フェルミオンのフォック空間

フェルミオンのフォック空間Hf は、フェルミオンが 1つある状態 |1⟩と 1つもない状

態 |0⟩の実係数線形結合からなる Hilbert空間である。すなわち、

Hf = {c0|0⟩+ c1|1⟩ | |c0|2 + |c1|2 = 1, c0, c1 ∈ R} (7.40)

である。ここで、

|0⟩ =
(
0
1

)
(7.41)

|1⟩ =
(
1
0

)
(7.42)

と見なすことができる。すなわち、

f†|1⟩ = 0 (7.43)

f†|0⟩ = |1⟩ (7.44)

f†|0⟩ = 0 (7.45)

f†|1⟩ = |0⟩ (7.46)
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が成立し、f† がフェルミオン一つを生成する働き、f がフェルミオン一つを消滅する働

き、をそれぞれすることが確認できる。

さらに f†f はフェルミオンの個数演算子の役割を持つ。すなわち、個数演算子は

⟨0|f†f |0⟩ = 0 (7.47)

⟨1|f†f |1⟩ = 1 (7.48)

のようにフェルミオンの個数を与える。

元のハミルトニアンで考えていた Hilbert空間Hfb とフォック空間Hf の関係は

Hfb = L2(R)⊗R Hf

= {f |0⟩+ b|1⟩ | ∥f∥2 + ∥b∥2 = 1, f, b ∈ L2(R)}
(7.49)

となり、テンソル積で前者が構成されるような関係にある。

7.2.4 超対称性ハミルトニアンの超対称性

超対称性ハミルトニアンは

H =
(
Af +A†f†

)2
+ E

= AA†ff† +A†Af†f + E

= AA† (1− f†f
)
+A†Af†f + E (7.50)

と変形できるので、f†f と可換である。したがって、上記の個数演算子 f†f と超対称性ハ

ミルトニアン H は同時対角化可能であり、縮退した状態が現れることが期待される。実

際に縮退を確認できる。

まず、同時対角化可能であることから、あるエネルギー固有状態は f†f の固有状態でも

あり、例えばそれはフェルミオンがない固有状態であるとすることができる。このような

状態があることを仮定しこれを |b⟩として、

|b⟩ = b(x)|0⟩ (7.51)

と表されてエネルギーが ϵb とする。ここで

|f⟩ = A†f†|b⟩ = A†b(x)|1⟩ (7.52)
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とすると、

H|f⟩ = (A†Af†f + E)A†f†b(x)|0⟩
= A†f†(AA†ff† + E)b(x)|0⟩
= A†f†(A†Af†f +AA†ff† + E)b(x)|0⟩
= A†f†H|b⟩
= ϵb|f⟩ (7.53)

となり、|f⟩はエネルギーが |b⟩と同じとなる H の固有状態であることがわかる。両者は

直交する異なる状態であるが縮退しているのである。このような f†f との可換性に基づ

く対称性が超対称性である。上の例では、|f⟩はフェルミオン的状態、|b⟩はボソン的状態
と呼ばれる。

また、|ψ⟩ ∈ Hfb とすると、

⟨ψ | H | ψ⟩ = ∥A†f†|ψ⟩∥2 + ∥Af |ψ⟩∥2 + E ≥ E (7.54)

が成立しており、エネルギーの下限は E で与えられる。

ここで、上記の |b⟩, |f⟩の組が存在する条件を考える。まず、上記の |f⟩, |b⟩を使って

⟨f |f⟩ = ⟨b|AA†ff†|b⟩
= ⟨b|H − E|b⟩

　 = ϵb − E (7.55)

という式が成立することが確かめられる。したがって、上記の組が存在するためには

ϵb > E (7.56)

となる必要がある。

では、下限のエネルギー E を取るような状態はあるのか、そもそもどうなっているの

だろうか？ ハミルトニアンと個数演算子は同時対角化可能なので、このような状態があ

るとすると、フェルミオン的かボソン的かのいずれかである。前者を仮に f0(x)|1⟩とし、
後者を仮に b0(x)|0⟩とする。エネルギーが E となるためには、前者が解であれば、

Af0 = 0 (7.57)

後者が解であれば、

A†b0 = 0 (7.58)
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が成立する必要がある。実際のところ何個 E のエネルギーを取るボソン的状態あるいは

フェルミオン的状態が存在するかは A,A†、すなわちポテンシャル形状に依存する。両者

の数の差を

∆ = nb − nf (7.59)

定義したとき、これはWitten指数と呼ばれる量となる。

7.3 因数分解解法と超対称性量子力学

以前の記法をそのまま用いる。式 7.2で出てきた動径部分ハミルトニアンのうち、l と

l − 1 のものを全てまとめ上げたハミルトニアン Hl(r) を考える。（l ≥ 1 とする。）すな

わち、

Hl(r) =

(
Hl(r) 0
0 Hl−1(r)

)
=

(
a†l al 0

0 ala
†
l

)
+

(
cl 0
0 cl

)
(7.60)

とおく。このハミルトニアンは明らかに前節で出てきた超対称性ハミルトニアンと同じ形

をしている。

したがって、前節の議論によれば、このハミルトニアンは最低エネルギー（候補）が cl

となる状態を除いて縮退することが保証される。

一方で、最低エネルギー cl を取る状態は実際に存在する。すなわち、a
†
lψ = 0を満た

す ψ(r)は Hl−1 の固有状態であり、固有値が cl となるものである。すなわち超対称性量

子力学的な見方としてはボソン的な最低エネルギー状態が一つ存在することを意味する。

一方で、Hl の固有状態で cl となるものは存在しない。これは超対称性量子力学的な見方

としてはフェルミオン的な最低エネルギー状態が存在しないこと、最低エネルギー状態に

超対称性ペアが存在しないことを意味する。したがって、この場合のWitten指数は

∆ = 1 (7.61)

となる。
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第 8章

最後に

本講義では水素原子の数理に関わるもののうち、主にリー群・リー代数が関わるところ

について紹介した。講義を通して、水素原子には面白い対称性が潜んでいるおり、単に手

で解くことができる系ではないことを実感できたとすれば大変幸いなことである。

本講義で紹介した事項についてさらに理解を深めたいという方のために教科書をいく

つか挙げる。LRLベクトルについては色々な量子力学や古典力学の教科書で出てくるが、

読みやすい記事としては [32]を挙げる。リー群・リー代数については [43, 44, 45, 46, 47]

などがある。物理における対称性については [33, 38, 39]などがある。この中で [38]につ

いては超対称性量子力学に関する章がある。因数分解解法については [40] が詳しい。力

学的対称性の話題については [33, 34]が詳しい。[33]は水素原子や Maxwell方程式にお

ける力学的対称性について詳しく、[34] は固体物理における力学的対称性について詳し

い。水素原子の数理について詳しい本はいくつかあるが、その中でも [35] は様々な数理

物理手法を駆使して書かれたものでありお勧めしたい。水素原子の数理に関する古いレ

ビュー [36, 37]もお勧めしたい。共形変換については [42, 41, 35]の一部で扱われている。

実際には水素原子の数理にはこの講義で触れていない話題が沢山あり、今でも盛んとい

うほどではないが少数の研究者によって探求が進められている。また、分子や固体物理な

ど他の系へ水素原子の数理を応用する研究も進められている。そうした発展的話題につい

て関心を持った方が出てくるとさらに幸いである。
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[7] W. Heisenberg (1925), “Über quantentheoretische Umdeutung kinematischer und

mechanischer Beziehungen.” Z. Physik. 33: 879–893; M. Born, P. Jordan (1925),

“Zur Quantenmechanik.” Z. Physik. 34: 858–888; M. Born, W. Heisenberg, P.

Jordan (1926), “Zur Quantenmechanik II.” Z. Physik. 35: 557–615.
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