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概要

本ノートでは Laméの微分方程式をあるWierstrassの楕円函数を用いて書き直す．

1 Laméの微分方程式

Laméの微分方程式の微分方程式は[
d2

dx2
+

1

2

{
1

x− α
+

1

x− β
+

1

x− γ

}
d

dx
− l(l + 1)x+ λ

4(x− α)(x− β)(x− γ)

]
f(x) = 0 (1)

で表される，二階の常微分方程式である．[1] [2] [3] 但し，α, β, γ を相異なる実数とする．この微分方

程式は確定特異点を 4つ持つ Fuchs型の微分方程式である．4つの 確定特異点は α, β, γ,∞である．
上記微分方程式は，Laplace方程式を Spheroconical座標によって変数分離したときや，Ellipsoidal

座標によって変数分離したときに登場する．

以下では α+ β + γ = 0とする．*1

2 Weierstrassの楕円函数

このセクションは梅村の『楕円関数論』[4]の第 2章を参考に書かれている．

R上線型独立な二つの複素数 ω1, ω2 を定めると，ω1, ω2 の二つの複素数を周期として持つ楕円函数が

℘(z;ω1, ω2) =
1

z2
+

∑
n2+m2 ̸=0

{
1

(z +mω1 + nω2)2
− 1

(mω1 + nω2)
2

}
(2)

のように定義される．これは z = 0に二位の極を持ち，Weierstrassの楕円函数と呼ばれる．
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*1 変数変換をすることでそのような形にするのが常に可能である．
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ここで，

g2(ω1, ω2) = 60
∑

(m,n)̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−4 (3)

g3(ω1, ω2) = 140
∑

(m,n) ̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−6 (4)

とすると，微分方程式

[℘′(z;ω1, ω2)]
2 = 4[℘(z;ω1, ω2)]

3 − g2(ω1, ω2)℘(z;ω1, ω2)− g3(ω1, ω2) (5)

が成立する．*2

ここで三次方程式

4x3 − g2(ω1, ω2)x− g3(ω1, ω2) = 0 (6)

を考えると

∆ = [g2(ω1, ω2)]
3 − 27[g3(ω1, ω2)]

2 ̸= 0 (7)

が成立するので重解を持たない．したがって，三次方程式の解を e1, e2, e3 とするとそれらは相異なる．

解と係数の関係より

0 = e1 + e2 + e3 (8)

g2(ω1, ω2) = −4(e1e2 + e2e3 + e3e1) = 2(e21 + e22 + e23) (9)

g3(ω1, ω2) = 4e1e2e3 (10)

であり，微分方程式も

[℘′(z;ω1, ω2)]
2 = 4[℘(z;ω1, ω2)− e1][℘(z;ω1, ω2)− e2][℘(z;ω1, ω2)− e3] (11)

と書き換えられる．

また，

℘(ω1/2;ω1, ω2) = e1, ℘(ω2/2;ω1, ω2) = e2, ℘(ω3/2;ω1, ω2) = e3, (12)

が成立する．但し，ω3 := −(ω1 + ω2)である．

逆に，解を e1, e2, e3 とする重解を持たない三次方程式

4x3 − g2x− g3 = 4(x− e1)(x− e2)(x− e3) = 0 (13)

を与えたときに，

g2 = −4(e1e2 + e2e3 + e3e1) = 60
∑

(m,n)̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−4 (14)

g3 = 4e1e2e3 = 140
∑

(m,n) ̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−6 (15)

を満たす，R上線型独立な 2つの複素数 ω1, ω2 は存在する．*3

*2 z による微分
*3 梅村 [4]の第 2章，11節を参照．
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3 Laméの微分方程式のWeierstrassの楕円函数を用いた表示

このセクションでは本題の Laméの微分方程式 (1)をあるWeierstrassの楕円函数を用いて書き換え

るということを行う．このセクションはWhittaker–Watson の “A Course of Modern Analysis” [2]

の XXIII章や Dassiosの “Ellipsoidal harmonics: theory and applications” [3]の第 9章を参考に書

かれている．

今回用いるWeirstrass楕円函数は，

−4(αβ + βγ + γα) = 60
∑

(m,n)̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−4 (16)

4αβγ = 140
∑

(m,n)̸=(0,0)

(mω1 + nω2)
−6 (17)

を満たす，R 上線型独立な 2 つの複素数 ω1, ω2 を周期とするWeierstrass 楕円函数 ℘(z;ω1, ω2) であ

る．以下では，℘(z;ω1, ω2)を ℘(z)と略記する．微分方程式

[℘′(z)]2 = 4(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ) (18)

が成立する．さらに上記微分方程式 (18)を z 微分すると，

2℘′(z)℘′′(z) = 4℘′(z){(℘(z)− α)(℘(z)− β) + (℘(z)− β)(℘(z)− γ) + (℘(z)− γ)(℘(z)− α)} (19)

℘′′(z) = 2{(℘(z)− α)(℘(z)− β) + (℘(z)− β)(℘(z)− γ) + (℘(z)− γ)(℘(z)− α)} (20)

が成立する．

Laméの微分方程式 (1)において

x = ℘(z) (21)

という変数変換を行う．このとき，

df

dz
=

df

dx

dx

dz
=

df

dx
℘′(z) (22)

や

d2f

dz2
=

d

dz

(
df

dx

)
℘′(z) +

df

dx
℘′′(z) =

d2f

dx2
[℘′(z)]2 +

df

dx
℘′′(z) (23)

が成立する．ここで，(18)と (20)を用いると，

d2f

dz2
= 4

d2f

dx2
(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ)

+ 2
df

dx
{(℘(z)− α)(℘(z)− β) + (℘(z)− β)(℘(z)− γ) + (℘(z)− γ)(℘(z)− α)}

= 4(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ)

{
d2f

dx2
+

1

2

df

dx

(
1

℘(z)− α
+

1

℘(z)− β
+

1

℘(z)− γ

)}
(24)
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となり，

d2f

dx2
+

1

2

df

dx

(
1

x− α
+

1

x− β
+

1

x− γ

)
=

1

4(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ)

d2f

dz2
(25)

となることがわかる．この結果を用いると，Laméの微分方程式 (1)は

1

4(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ)

d2f

dz2
− l(l + 1)℘(z) + λ

4(℘(z)− α)(℘(z)− β)(℘(z)− γ)
f = 0 (26)

，すなわち，

d2f

dz2
− (l(l + 1)℘(z) + λ)f = 0 (27)

となる．

4 Laméの微分方程式のWeierstrassの楕円函数を用いた表示の物理的

解釈

Laméの微分方程式のWeierstrassの楕円函数を用いた表示 (27)を書き換えると，

d2f

dz2
− l(l + 1)℘(z)f = λf (28)

となる．例えば，楕円函数をポテンシャルとする一次元量子力学の方程式と見做すことが可能である．
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