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概要

本ノートではMinkowski空間 R3,1 における共形変換とMinkowski空間 R4,2 中の光錐 N4,2 上

の幾何学の関係を解説する．参考にした文献はMirman[1]と Cordani[2]である．
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1 導入

1.1 二つの時空

本ノートにおいては二つの平坦時空が扱われる．空間成分を 3つ，時間成分を 1つ持つ Minkowski

空間 R3,1 と空間成分を 4つ，時間成分を 2つ持つMinkowski空間 R4,2 である．両時空における計量

テンソルを η(3,1), η(4,2) とする．すなわち，

η(3,1) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


= diag(1, 1, 1,−1) (1)

η(4,2) =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1


= diag(1, 1, 1, 1,−1,−1) (2)

と定義する．また，両時空において |x|2 は

xµxµ = ηµνx
µxν

を表す*1ものとし，これを xのMinkowskiノルムあるいは単にノルムという．

1.2 光錐

二つのMinkowski空間 Rp,q 中で光錐（light coneあるいは null cone）というものを定義する．すな

わち，

Np,q = {x ∈ Rp,q||x|2 = 0} (3)

を Rp,q 中の光錐と呼ぶ．

1.3 直交群

Minkowski 空間 Rp,q, (pq 6= 0) におけるノルムを保存する一次変換は群をなす．これを直交群

O(p, q)という．すなわち，

O(p, q) = {R ∈ GL(p+ q,R)|RT η(p,q)R = η(p,q)} (4)

*1 このノートでは Einsteinの縮約表記をしばしば用いる．
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である．

また、O(p, q) のうち行列式が 1 になるもの全体は部分群をなす．これを特殊直交群 SO(p, q) とい

う．すなわち，

SO(p, q) = {R ∈ O(p, q)|det(R) = 1} (5)

である．

Euclid 空間 Rn において同様に定義される特殊直交群 SO(n) 特殊直交群が連結群であるのに対し

て，SO(p, q)は連結群ではない．恒等変換を含む連結成分を考えると，これは部分群をなし，狭義特殊

直交群 SO+(p, q) と呼ばれる．

1.4 特殊直交群の回転行列表現

Minkowski 空間 Rp,q 上のベクトルに対する回転操作は計量テンソル η(p,q) に関するノルムを保つ．

すなわち、ベクトル xとその回転操作後のベクトル x′ に対して，

|x|2 = |x′|2

が成立する必要がある．

Minkowski 空間のある正規直交基底 {e1, e2, · · · , ep+q}を用いて，ベクトル xを x = eνx
ν で表す．

まず，1 ≤ i, j ≤ p, i 6= j あるいは p+ 1 ≤ i, j ≤ p+ q, i 6= j とすれば，

Rij(θ)(x) = x+ ei
{
xi(cos θ − 1)− xj sin θ

}
+ ej

{
xi sin θ + xj(cos θ − 1)

}
= x+ ei {xi(cos θ − 1)− xj sin θ}+ ej {xi sin θ + xj(cos θ − 1)} (6)

のように xixj 平面上の回転操作を定義できる．

計量の符号が異なる成分が関わる平面に関する回転は Lorentz boost（擬回転）と呼ばれる．1 ≤ i ≤
p, p+ 1 ≤ j ≤ q として，xixj 平面上の Lorentz boostは

Rij(θ)(x) = x+ ei
{
xi(cosh θ − 1) + xj sinh θ

}
+ ej

{
xi sinh θ + xj(cosh θ − 1)

}
= x+ ei {xi(cosh θ − 1)− xj sinh θ}+ ej {xi sinh θ − xj(cosh θ − 1)} (7)

によって，xjxi 平面上の Lorentz boostは

Rji(θ)(x) = x+ ej
{
xj(cosh θ − 1)− xi sinh θ

}
+ ei

{
−xj sinh θ + xi(cosh θ − 1)

}
= x+ ej {−xj(cosh θ − 1)− xi sinh θ}+ ei {xj sinh θ + xi(cosh θ − 1)} (8)

によって，それぞれ定義される．

1.5 直交リー代数 so(p, q)の導入

次に i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ p+ q として，演算子 Lij を

Lijx :=
∂Rij(θ)(x)

∂θ

∣∣∣∣∣
θ=0

= −xjei + xiej = −ηjkx
kei + ηikx

kej (9)
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で定義する．特に Lij は線形演算子となっている．このとき，

Rij(θ) = exp(θLij) (10)

となっている．基底 {ei}に関して行列表示すると，

Lij = ηik(E
k
j)

T − ηjk(E
k
i)

T (11)

と書ける．但し，Ei
j は (i, j) 成分が 1 でそれ以外が 0 となっている p + q 次元行列で，T は転置を

表す．

ここで交換子の計算 [
(Ei

j)
T , (Ek

l)
T
]
= −δkj (E

i
l)
T + δil (E

k
j)

T (12)

を用いると，

[Lij , Lkl] =
[
(ηiµ(E

µ
j)

T − ηjµ(E
µ
i)

T ), (ηkν(E
ν
l)
T − ηlν(E

ν
k)

T )
]

= {ηiµηkν
(
−δνj (E

µ
l)
T + δµl (E

ν
j)

T
)
+ ηiµηlν

(
−δµk (E

ν
j)

T + δνj (E
µ
k)

T
)

+ ηjµηkν
(
−δµl (E

ν
i)

T + δνi (E
µ
l)
T
)
+ ηjµηlν

(
−δνi (E

µ
k)

T + δµk (E
ν
i)

T
)
}

= {−ηkjηiµ(E
µ
l)
T + ηilηkν(E

ν
j)

T − ηikηlν(E
ν
j)

T + ηljηiµ(E
µ
k)

T

− ηjlηkν(E
ν
i)

T + ηkiηjµ(E
µ
l)
T − ηliηjµ(E

µ
k)

T + ηjkηlν(E
ν
i)

T }
= ηikLjl − ηjkLil − ηilLjk + ηjlLik (13)

となる．一方，Lij の線形結合で形成される行列の集合は線形空間であること，交換子はヤコビ律を満

たすことから，Lij の線形結合で形成される行の集合は交換子をリー括弧とするリー代数である．これ

を so(p, q)と書き，直交リー代数と呼ぶ．

1.6 直交代数 so(p, q)の微分演算子表現

直交代数 so(p, q)の Rp,q 上関数空間上の微分演算子表現を得るためには，

Lijx = −xjei + xiej

の右辺において，

ei →
∂

∂xi

の置き換えを行う．すなわち，

Mij = ηiµx
µ ∂

∂xj
− ηjµx

µ ∂

∂xi

= xi
∂

∂xj
− xj

∂

∂xi
(14)

を導入すると，

[exp(θMij)f ] (x) = f (Rij(θ)(x))

= f (exp(θLij)(x)) (15)
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となる．

交換子をリーブラケットとして Mij たちの線形結合からなる線形空間はリー代数 so(p, q) をなす．

ここで，

[Mij ,Mkl] = −ηikMjl + ηjkMil + ηilMjk − ηjlMik (16)

となっている．行列表現と微分演算子表現のリー代数同型は (Lij)
T とMij を同一視することによって

確認できる．*2すなわち，

(Lij)
T = ηikE

k
j − ηjkE

k
i = Eij − Eji (17)

[
Ei

j , E
k
l

]
= δkjE

i
l − δilE

k
j (18)

を用いると，

[(Lij)
T , (Lkl)

T ] = [(ηiµE
µ
j − ηjµE

µ
i), (ηkνE

ν
l − ηlνE

ν
k)]

= {ηiµηkν
(
δνjE

µ
l − δµl E

ν
j

)
+ ηiµηlν

(
δµkE

ν
j − δνjE

µ
k

)
+ ηjµηkν (δ

µ
l E

ν
i − δνi E

µ
l) + ηjµηlν (δ

ν
i E

µ
k − δµkE

ν
i)}

= {ηkjEil − ηilEkj + ηikElj − ηljEik + ηjlEki − ηkiEjl + ηliEjk − ηjkEli}
= −ηik(Ljl)

T + ηjk(Lil)
T + ηil(Ljk)

T − ηjl(Lik)
T (19)

となっており，同型であることがわかる．

また，

[Mµν , xρ] =

[
xµ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ
, xiηiρ

]
= −ηµρxν + ηνρxµ (20)

が成立することがわかる．

1.7 共形変換リー代数 c(3, 1)

R3,1 における回転演算子，並進演算子，伸長演算子および特殊共形演算子はリー代数をなすが，これ

は共形変換リー代数 c(3, 1) と呼ばれる．すなわち，回転演算子M，並進演算子 P，伸長演算子Dおよ

び特殊共形演算子K の微分表現をそれぞれ

Mµν = xµ
∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ
(21)

P = ϵµ
∂

∂xµ
(22)

D = xµ ∂

∂xµ
(23)

Kµ =
(
x2δνµ − 2xνxµ

) ∂

∂xν
(24)

*2 但し，添字 T は行列の転置を表す．転置が出てくる理由は双対表現（反傾表現とも）というものを考えるとわかる．別の
ノートに記す予定．

5



とすると，

[Mµν ,Mρσ] = −ηµρMνσ + ηνρMµσ + ηµσMνρ − ηνσMµρ (25)

[D,Mµν ] = 0 (26)

[D,Pµ] = −Pµ (27)

[Mµν , Pρ] = −ηµρPν + ηνρPµ (28)

[D,Kµ] = Kµ (29)

[Kµ,Kν ] = 0 (30)

[Kµ, Pν ] = 2Mµν + 2ηµνD (31)

[Mµν ,Kρ] = −ηµρKν + ηνρKµ (32)

となっている．

2 局所的な対応関係

本節では R3,1 における共形変換リー代数に対応する R4,2 で定義されるリー代数が存在することを

示す．

共形変換代数 c(3, 1) はリー代数としては so(4, 2) と同型であるが，それを見通しよくするために，

1 ≤ µ, ν ≤ 4 として，

M05 := −D (33)

Mµ5 :=
1

2
(aKµ + a−1Pµ) (34)

Mµ0 :=
1

2
(aKµ − a−1Pµ) (35)

を導入する．但し a 6= 0を定数とする．これを用いると，

Mij (0 ≤ i, j ≤ 5, i 6= j)

は共形変換代数の基底をなすことがわかる．この代数の次元は 15であることがわかる．そして，元の

計量テンソルを拡張した新たな 6次元の計量テンソル η を導入する．

η =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1

 (36)

= diag(1, 1, 1, 1,−1,−1) (37)

正の符号をもつ第 0成分と負の符号をもつ第 5成分が新たに加わったことになる．この計量テンソルを

用いると，交換関係は

[Mij ,Mkl] = −ηikMjl + ηjkMil + ηilMjk − ηjlMik (38)
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のように統一的に書かれることがわかる．すなわち共形変換代数 c(3, 1) がリー代数としては so(4, 2)

と同型であることが明確となった．つまり群としては局所同型の関係にある．

3 空間の対応関係

3.1 Minkwoski空間 R3,1 と光錐の射影空間 PN4,2 の一部分の同一視

本節ではMinkowski空間 R3,1 とMinkowski空間 R4,2 中の光錐N4,2 の対応関係について説明する．

以後，光錐の射影空間を

PNp,q := (Np,q\{0})/R× (39)

と書く．X ∈ Np,q\{0}の射影類を [X]で表す．したがって

[X] = [λX], λ ∈ R× (40)

であり，特に [X] = [−X]である．この射影化を行うため，後に現れる SO(4, 2)の作用は一般には忠

実ではなく，I と −I は PN4,2 上で同じ変換を与える．

ここで N4,2
0 を N4,2 の中で −t

x
t

 , t ∈ R, x ∈ R3,1

の形のものを除いた集合であるとする．このとき，N4,2
0 の要素はλ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

 , x ∈ R3,1, λ 6= 0

と書けることがわかる．一方，N4,2 に属するが N4,2
0 には属さない点−t

x
t

 ∈ N4,2\N4,2
0

に対して，|x|2 = 0すなわち x ∈ N3,1 である必要があることもわかる．

ここで

π : N4,2
0 → R3,1 :

λ 1−|x|2
2

λx

λ 1+|x|2
2

 7→ x (41)

という全射 π を考える．

xを固定したときに 
λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R


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を一点とみなすことで N4,2
0 の射影空間 PN4,2

0 を考えることができる．すると，全単射

π0 : PN4,2
0 → R3,1 :


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 7→ x (42)

が誘導される．

π0 の定義域を 
−λ
λx
λ

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 , |x| = 0 (43)

の形の点，あるいは 
 0
λx
0

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 , x 6= 0, |x| = 0 (44)

の形の点を含むように，すなわち PN4,2 *3全体に拡張したい．拡張した写像を π̃0 と書くことにする．

拡張するにあたって，Minkowski空間 R3,1 における共形変換の中の特殊共形変換，およびそれを考え

るにあたって重要な反転変換によって生じる特異的な挙動とそれによって為せねばならない空間の拡張

に着目する．

3.2 R3,1 における反転変換と inverted coneÑ3,1 の位置づけ

反転変換はノルムが 0ではない領域，R3,1\N3,1 においては全単射写像として定義されている．すな

わち，

I : R3,1\N3,1 → R3,1\N3,1 : x 7→ x

|x|2
(45)

である．しかも，I2 = 1という性質を持つ．

一方，反転変換を N3,1 上の点に作用させようとすると，上式は定義されず，ノルムが発散する．し

たがって，以下で用いる I(x)，x ∈ N3,1，という記号は，通常の反転写像の値ではない．これは射影光

錐 PN4,2 上の境界点を表す記号である．

実際，標準的な affine chart X0 +X5 6= 0を選ぶと，その補集合は

X0 +X5 = 0 (46)

であり，その点は −t
ξ
t

 , ξ ∈ R3,1, |ξ|2 = 0 (47)

*3 N4,2 の射影空間を PN4,2 と書いている．PN4,2
0 ⊂ PN4,2 の関係にある．
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と表される．ここで t 6= 0の部分は射影化により t = 1/2と規格化できるので，− 1
2
ξ
1
2

 , ξ ∈ N3,1 (48)

と書ける．この境界成分を本ノートでは “inverted cone”

Ñ3,1 :=


− 1

2
ξ
1
2

 ∈ PN4,2

∣∣∣∣∣∣ ξ ∈ N3,1

 (49)

と呼ぶ*4．以後，ξ ∈ N3,1 に対して

I(ξ) :=

− 1
2
ξ
1
2

 ∈ Ñ3,1 (50)

と書く．これは ξ/|ξ|2 の値ではなく，反転によって N3,1 上で生じる発散先を PN4,2 内の境界点とし

て記録したものである．

また，t = 0の部分は 0
ξ
0

 , ξ 6= 0, |ξ|2 = 0 (51)

であり，これは ξ の射影類だけに依存するので PN3,1 と同一視される．したがって，選んだ affine

chartに関して集合として

PN4,2 = R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 (52)

という分解を得る．ただし，これは単なる非交和としての記述ではなく，右辺には PN4,2 から誘導さ

れる位相と滑らか構造を入れて考える．特に Ñ3,1 では ξ と cξ は一般には別の点であるが，PN3,1 で

は ξ と cξ は同じ点である．

3.3 特殊共形変換と射影空間 PN3,1 への拡張

特殊共形変換演算子はK(t) = IP (t)I (ただし t ∈ R3,1) で定義される演算子である．ここで P (t)は

x ∈ R3,1 に対して

P (t)(x) = t+ x

という作用をする並進演算子である．

*4 この名称は標準的な名称ではなく，本ノートでの便宜的な呼び方である．
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特殊共形変換演算子の x ∈ R3,1 への作用 K(t)(x) は，本来 x ∈ R3,1, |x|2 6= 0 かつ

1 + 2tµxµ + |t|2|x|2 6= 0 のときに定義される．すなわち，

K(t)(x) = IP (t)I(x)

= I

(
x+ |x|2t

|x|2

)
= |x|2 x+ |x|2t

|x+ |x|2t|2

=
x+ |x|2t

1 + 2tµxµ + |t|2|x|2
(53)

∈ R3,1\N3,1

となっている．

また，|x|2 6= 0かつ 1 + 2tµxµ + |t|2|x|2 = 0 のときには，式 53は R3,1 上の点としては定義されな

い．しかし，

K(t)(x) = I

(
x+ |x|2t

|x|2

)
(54)

と形式的に書くと，

|x+ |x|2t|2 = |x|2(1 + 2tµxµ + |t|2|x|2) = 0

より

x+ |x|2t
|x|2

∈ N3,1

である．したがって上で定義した記号としての I(ξ)を用いれば，この場合のK(t)(x)は PN4,2 内の境

界点

K(t)(x) ∈ Ñ3,1

として解釈できる．

次に x ∈ R3,1, |x|2 = 0の場合のK(t)(x)を考える．問題となるのは

P (t)I(x) = t+ I(x)

の解釈である．I(x) ∈ Ñ3,1 と t ∈ R3,1 を足し算しているのだが，これが何を表すかは定義していな

かった．しかしながら，一旦これが何を表すのかを問わずに上式 53 を形式的に用いると，

K(t)(x) = IP (t)I(x)

=
x+ |x|2t

1 + 2tµxµ + |t|2|x|2

=
x

1 + 2tµxµ
(55)
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となる．さらに 1 + 2tµxµ + |t|2|x|2 = 1 + 2tµxµ 6= 0 であれば

x

1 + 2tµxµ
∈ N3,1

となり，形式的式に過ぎなかった式 55 の右辺は特異的ではない一点を表すことになる．式 55 を

|x|2 = 0かつ 1 + 2tµxµ + |t|2|x|2 = 1 + 2tµxµ 6= 0 のときの K(t)(x)の定義として採用してしまうこ

とにする．すると，一旦は問わずにいた P (t)I(x) = t+ I(x) の正体も同時に定まる．すなわち，

IP (t)I(x) = I (t+ I(x)) =
x

1 + 2tµxµ
∈ N3,1

となることから

P (t)I(x) = IIP (t)I(x) = I

(
x

1 + 2tµxµ

)
∈ Ñ3,1

となり P (t)I(x) = t+ I(x) は Inverted cone上の点となる．

特異性という観点で問題となるのは x ∈ R3,1, |x|2 = 0かつ 1 + 2tµxµ + |t|2|x|2 = 1+ 2tµxµ = 0 の

ときのK(t)(x)の定義である．このとき x 6= 0であることに留意する．式 55で展開された形式的式

K(t)(x) = IP (t)I(x) =
x

1 + 2tµxµ

も

P (t)I(x) = t+ I(x)

も R3,1 や Ñ3,1 に属する点とは解釈し難く，正体不明である．*5 これらの点は R3,1 や Ñ3,1 に属さな

いと考えるべきである．ここでは

x

1 + 2tµxµ
' t+ I(x) ' {λx|λ ∈ R} ∈ PN3,1

という同一視*6を使用する．

前小節と本節により，R3,1 における共形変換は，PN4,2 と同一視された R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 を舞

台として考えると，特異的な振る舞いが解消されることがわかる．

3.4 Minkwoski空間 R3,1 の拡張と光錐の射影空間 PN4,2 の同一視

いよいよ，式 42で導入された，PN4,2
0 上で定義されている π0 を，PN4,2 上で定義される π に拡張

することができる．

*5 x
1+2tµxµ

や t + I(x) のノルムが有限実数にはならないことから R3,1 上の点とは見做しがたい．t + I(x) ∈ Ñ3,1

とするとその反転について x
1+2tµxµ

∈ N3,1 としなくてはならないが無理がある．逆に x
1+2tµxµ

∈ Ñ3,1 とすると

t+ I(x) ∈ N3,1 としなくてはならないが，これも無理がある．
*6 ≃は形式的な等号を表す．
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まず，|x|2 = 0の時，

π̃0 :


−λ

2
λx
λ
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 7→ I(x) ∈ Ñ3,1 (56)

と定義する．さらに，x 6= 0, |x|2 = 0のとき，

π̃0 :


 0
λx
0

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 7→ {λx|λ ∈ R} ∈ PN3,1 (57)

であると定義する．拡張前の定義域については

π̃0 :


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 7→ x ∈ R3,1 (58)

であるから，

π̃0 : PN4,2 → R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1

は全単射となる．この全単射により，R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 には PN4,2 から位相および滑らか構造を移

すことができる．したがって，この表示は標準的な共形コンパクト化 PN4,2 を，選んだ affine chartに

沿って通常のMinkowski空間，inverted cone，および射影光錐の三つに分けて見たものである．

3.5 今回の PN3,1 の導入についてコメント

Cordani[2]は水素原子あるいは Kepler問題の文脈で共形変換と光錐の幾何学の関係について述べて

いる．Cordani[2]の p.114には，“... Thus, a transformation of K*7 always blow up at some point of

M0
*8. It is possible to regularize this action by adding a null cone to M0 (since this is the topology

of the submanifold, where the action K blows up) at infinity. ” とあるので，x ∈ Ñ3,1 を加えるだ

けで十分であると解釈できる．しかしながら，今回述べたように |x|2 = 0かつ 1 + 2tµxµ = 0のときに

生じるK(t)(x)の特異的な振る舞いに対応できない．

4 大域的な対応関係

前節で示したように，Minkowski 空間の拡張 R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 と光錐の射影空間 PN4,2 は π̃0

を用いて一対一対応させることが可能である．本節では R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 における共形変換が光錐

の射影空間 PN4,2 上における回転操作に対応することを示す．回転操作がなす群 SO(4, 2) は PN4,2

に作用できる．ただし，PN4,2 は射影空間であるため，g ∈ SO(4, 2)と −g は同じ変換を与える．した

*7 adhara注：特殊共形変換のこと
*8 adhara注：Minkowski空間 R3,1 のこと
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がって有効作用を考える場合には

PSO(4, 2) := SO(4, 2)/{±I} (59)

を用いる．特に恒等成分に制限すれば，本ノートの記法で

PSO+(4, 2) := SO+(4, 2)/{±I} (60)

が PN4,2 上に忠実に作用する連結共形群である．以下に対応のさせ方を述べる．

前々節で示したリー代数同型にしたがって，

M05 := −D (61)

Mµ5 :=
1

2
(Kµ + Pµ) (62)

Mµ0 :=
1

2
(Kµ − Pµ) (63)

とする．

ここでMij ↔ Lij の置き換えをする．但し，

Lij = ηik(E
k
j)

T − ηjk(E
k
i)

T (64)

である．これにより，共形リー代数と回転生成子の対応づけを図ることが可能である．

以下で，実際に対応していることを見る．まず，

L05 = (E0
5)

T + (E5
0)

T (65)

L15 = (E1
5)

T + (E5
1)

T (66)

L10 = (E1
0)

T − (E0
1)

T (67)

L12 = (E1
2)

T − (E2
1)

T (68)

等となっていることを記しておく．

■伸長作用

まず，

D = −M05 ↔ −L05 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 (69)

の対応関係がわかる．それぞれの指数写像の対応関係として，

D(t) := exp(tD) ↔ exp(t(−L05)) =


cosh(−t) 0 0 0 0 sinh(−t)

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

sinh(−t) 0 0 0 0 cosh(−t)

 (70)
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が成立する．実際に，

exp(t(−L05))

 1−|x|2
2
x

1+|x|2
2

 =

 e−t−|x|2et
2
x

e−t+|x|2et
2

 = e−t

 1−|etx|2
2
etx

1+|etx|2
2

 (71)

exp(t(−L05))


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 =


λ 1−|etx|2

2
λetx

λ 1+|etx|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 (72)

となっており，伸長作用 D(t)(x) = etxに対応していることがわかる．

■並進作用

まず，

P1 = M15 −M10 ↔ L15 − L10 =


0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 (73)

の対応関係がわかる．それぞれの指数写像の対応関係として，

P (te1) := exp(tP1) ↔ exp(t(L15 − L10)) =


1− t2

2 −t 0 0 0 − t2

2
t 1 0 0 0 t
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
t2

2 t 0 0 0 1 + t2

2

 (74)

が成立する．実際に，

exp(t(L15 − L10))

 1−|x|2
2
x

1+|x|2
2

 =

 1−|x+te1|2
2

x+ te1
1+|x+te1|2

2

 (75)

exp(t(L15 − L10))


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 =


λ 1−|x+te1|2

2
λ(x+ te1)

λ 1+|x+te1|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 (76)

より，並進作用 P (te1)x = x+ te1 に対応していることわかる．
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■特殊共形変換

まず，

K1 = M15 +M10 ↔ L15 + L10 =


0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 (77)

の対応関係がわかる．それぞれの指数写像の対応関係として

K(te1) := exp(tK1) ↔ exp(t(L15 + L10)) =


1− t2

2 t 0 0 0 t2

2
−t 1 0 0 0 t
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

− t2

2 t 0 0 0 1 + t2

2

 (78)

が成立する．実際に，

exp(t(L15 + L10))

 1−|x|2
2
x

1+|x|2
2

 =

 1−|x|2+2tx1+t2|x|2
2

x+ t|x|2e1
1+|x|2+2tx1+t2|x|2

2

 = (1 + 2tx1 + t2|x|2)


1−

∣∣∣∣ x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

∣∣∣∣2
2

x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

1+

∣∣∣∣ x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

∣∣∣∣2
2


(79)

となる．

1 + 2tx1 + t2|x|2 6= 0であれば，

exp(t(L15 + L10))


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 =




λ

1−
∣∣∣∣ x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

∣∣∣∣2
2

λ x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

λ
1+

∣∣∣∣ x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2

∣∣∣∣2
2


∣∣∣∣∣λ ∈ R

 (80)

より，特殊共形変換K(te1)x = x+t|x|2e1
1+2tx1+t2|x|2 に対応することがわかる．

1 + 2tx1 + t2|x|2 = 0であれば，

exp(t(L15 + L10))

 1−|x|2
2
x

1+|x|2
2

 =

 −|x|2
2

x+ t|x|2e1
|x|2
2

 (81)

で，さらに |x|2 6= 0であれば，

exp(t(L15 + L10))


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 =


 −λ

2

λx+t|x|2e1
|x|2
λ
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 (82)

15



より，特殊共形変換K(te1)x = I
(

x+t|x|2e1
|x|2

)
に対応することがわかる．|x|2 = 0であれば，

exp(t(L15 + L10))


λ 1−|x|2

2
λx

λ 1+|x|2
2

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 =


 0
λx
0

∣∣∣∣∣λ ∈ R

 (83)

より，特殊共形変換K(te1)x = {λx|λ ∈ R} に対応することがわかる．
以上より，Minkowski空間 R3,1 の拡張 R3,1 t Ñ3,1 t PN3,1 にわたる特殊共形変換に対応すること

がわかる．

■回転作用

まず，

M12 ↔ L12 =


0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (84)

の対応関係がわかる．それぞれの指数写像の対応関係として

R12(t) := exp(tR12) ↔ exp(tL12) =


1 0 0 0 0 0
0 cos t − sin t 0 0 0
0 sin t cos t 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 (85)

が成立する．第 0成分と第 5成分に対しては恒等的に働くので，Minkowski空間の拡張 R3,1 t Ñ3,1 t
PN3,1 と光錐の射影空間 PN4,2 の双方で回転作用として働くのは明らかである．
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16


	1 導入
	1.1 二つの時空
	1.2 光錐
	1.3 直交群
	1.4 特殊直交群の回転行列表現
	1.5 直交リー代数so(p,q)の導入
	1.6 直交代数so(p,q)の微分演算子表現
	1.7 共形変換リー代数c(3,1)

	2 局所的な対応関係
	3 空間の対応関係
	3.1  Minkwoski空間R3,1 と光錐の射影空間PN4,2 の一部分の同一視
	3.2 R3,1における反転変換とinverted cone3,1の位置づけ
	3.3 特殊共形変換と射影空間PN3,1への拡張
	3.4  Minkwoski空間R3,1の拡張と光錐の射影空間PN4,2 の同一視
	3.5 今回のPN3,1の導入についてコメント

	4 大域的な対応関係
	参考文献

