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1 はじめに

■水素原子と非相対論的および相対論的量子力学の成立

水素原子の研究は非相対論的および相対論的な量子力学の成立に関わりが深い．

水素原子と非相対論的量子力学の関わりは 1885年に Balmer [1]の発見した水素原子の発光スペクト

ル線の間隔に関する法則に始まる．1890年には Balmerの発見を受けて Rydbergの公式 [2]が提唱さ

れ，新たな発光スペクトルの存在が予想された．Rydbergの公式の正しさは 20世紀中の Balmer系列

以外のスペクトル系列の観測 [3–7]により確認された．Rydbergの公式の意味は，20世紀の初頭に現

れた Bohr–Sommerfeldの量子化 [9–12]等の前期量子論によって説明されるようになった．すなわち，

水素原子において取り得るエネルギーが離散化され，

En = − 1

2n2
me

ℏ2

(
Ze2

4πϵ0

)2

(1)

となることが理解されたのである．離散化されたエネルギーをエネルギー準位といい，スペクトル輝線

に相当する発光エネルギーはエネルギー準位差で与えられる．この前期量子論の結果を包含する新しい

枠組みが量子力学である．Schrödinger方程式の提案 [13]は量子力学の成立に関わるものであるが，提

案と同時に水素原子の Schrödinger方程式が実際に解かれた．

相対論的量子力学の成立についても水素原子は関わりが深い．上記の公式では相対論効果によるス

ペクトルの微小な分裂すなわち微細構造が考慮されていなかったが，この微細構造については 1887

年に Michelson と Morley [8] によって水素原子中で発見されている．水素原子の微細構造の理論的

説明は 1916 年に Sommerfeld [12] が前期量子論の手法によって行った．この時に微細構造定数が導

入されている．どの微細構造の説明のために相対論的な量子力学を構築する動きがあった．例えば，

Schrödinger方程式の発表に先立って Schrödingerは相対論的な波動方程式を考案して水素原子の微細

構造スペクトルを説明しようとしていた．この波動方程式はのちに Fock，Klein，Gordonらが考察し

た Klein–Gordon方程式 [14–16]と同じものである．しかしながら，この Klein–Gordon方程式からは

水素原子の微細構造を説明することができなかった．後に水素原子の微細構造を説明にするためには電

子スピンの自由度を考慮することが重要であることが Darwinと Gordon [18, 19]によって明らかとな

る．Darwinと Gordonが解いた方程式は同年に Diracが先立って発表した Dirac方程式 [17] の水素

原子版である．Dirac方程式はスピン 1/2の荷電粒子に対する量子力学の基礎方程式である．

■非相対論的水素原子に潜む超対称性

量子力学の成立以降，水素原子の Schrödinger方程式の数理的構造を調べる研究が数多くなされてき

た．その中の研究の一群に非相対論的水素原子に存在する力学的対称性に関するものがある．水素原子

の力学的対称性の研究は Pauliが角運動量ベクトルと量子力学版 Laplace–Runge–Lenz（LRL）ベクト

ル [20]から構成されるリー代数の表現論を利用して水素原子のスペクトルを求めた [21]ことに始まる．

その後，Fockが水素原子には四次元の回転対称性が潜むことを明らかにし [22]，Bargmannが LRLベ

クトルが角運動量とともに四次元の回転群 SO(4)を生成するリー代数 so(4)を構成することを明らかに

した [23]．この四次元の回転対称性は水素原子の高度な縮退として現れる．すなわち，通常の球対称性
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を持つポテンシャルにおいては主量子数と角運動量量子数によってエネルギーが決まるところ，水素原

子のようなクーロンポテンシャルにおいてはは主量子数のみによってエネルギーが決まるという特徴が

ある．すなわち主量子数が同じならば角運動量量子数が同じであれば同じエネルギーとなる．

水素原子に関するもう一群の研究として超対称性（SUSY）に関するものがある．非相対論的水素原

子には N = 2 SUSY 代数の構造が潜むのだが，歴史的には Schrödinger によって発見された因数分

解 (factorization)を用いた方法 [24]に遡る．因数分解解法については Dirac [25]やWeyl [26]による

示唆があったが，のちに Infeld と Hull [27] によって多くのポテンシャルについて体系的にまとめら

れた．時を経て実はこの因数分解解法が SO(4) とは別の対称性の存在を示唆するものであることがわ

かった．それがWitten の提唱した SUSY 量子力学 [30, 31] で登場する N = 2 対称性である．様々

な可解ポテンシャルの系でこの対称性が潜むことがわかったが，特に水素原子について発見したのは

Kostelecky–Nieto [32]である．さらに Tangerman–Tjonはスピンあり非相対論的水素原子において同

じ SUSYを発見した [33]．Tangerman–Tjonの発見した N = 2 SUSY代数の特徴は SUSYを記述す

るために必要な superchargeが実は LRLベクトルを用いて構成される点である．

■相対論的水素原子に潜む超対称性

相対論的水素原子については微細構造に基づくエネルギー分裂があるために SO(4) よりも低い対称

性があることが知られていた．一方で，2s1/2 と 2p1/2 の組み合わせ等が縮退していることからわかる

ように，SU(2)よりは高い対称性があることが想定されていた．ただし，長らくこの対称性の正体はわ

かっていなかった．

この対称性を理解するきっかけとなったのが，Johnson–Lippmann が 1950 年に導出なしに発表し

た相対論的水素原子のハミルトニアンと可換な演算子である Lippmann–Johnson演算子 [29]である．

この発表は論文とはいえ数百 words ほどの短い概要のみのものであり，どのように導出されたのかは

今でもわからない．現代ではこれを解説する教育的な論文 [36] が存在する．この対称性が非相対論的

水素原子の時にも存在していた N = 2 SUSY であることを示唆したのは Tangerman–Tjon [33] で

あり，Dahl–Jøorgensen [34] が Johnson–Lippmann 演算子が N = 2 SUSY 代数を構成するための

superchargeの一つであることを示した．後に Katsura–Aokiによって高次元の相対論的水素原子に拡

張された [35]．

■本ノートの構成

本ノートは以下のような構成になっている．第 2 章では三種類の水素原子に関する波動方程式

（Schrödinger方程式，Klein–Gordon方程式，Dirac方程式）について束縛状態のエネルギーを求める．

第 3章では N = 2 SUSY代数を説明する．第 4章では非相対論的水素原子に潜む N = 2 SUSY，第 5

章で相対論的水素原子（Diracの方）に潜む N = 2 SUSYについて説明する．第 6章でまとめを記す．

2 （非）相対論的水素原子の波動方程式と束縛エネルギー解

この章では水素原子の三種類の波動方程式（Schrödinger方程式，Klein–Gordon方程式，Dirac方程

式）から束縛状態のエネルギーを求める．Schrödinger方程式，Dirac方程式については教科書で見か
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けることは多いが，Klein–Gordon方程式については見かけることはやや少ないと思われる [28]．

2.1 水素原子の波動方程式

水素原子の Schrödinger方程式，Klein–Gordon方程式，Dirac方程式はそれぞれ，(
−ℏ2∇2

2me
− κ

r
− E

)
Ψ = 0 (2)

[(
E +

κ

r

)2

+ ℏ2c2∇2 −m2
ec

4

]
Ψ = 0 (3)

[(
E +

κ

r

)
− ℏc

i
∇ · σρ1 −mec

2ρ3

]
Ψ = 0 (4)

で与えられる．ただし，

κ =
e2

4πϵ0
(5)

である．また，Dirac方程式で出てくる σi, ρj は非可換な演算子である．

τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
(6)

として，

ρi = I ⊗ τi, σ = τi ⊗ I (i = 1, 2, 3) (7)

とする．ここで記号 ⊗は行列のクロネッカー積を表す．

2.2 波動方程式の無次元化

水素原子における相対論効果を考える際には微細構造定数として

α =
κ

ℏc
(8)

を導入すると便利である．微細構造定数は無次元量である．

また，それぞれの波動方程式も動径 r に関して無次元化しておくと便利である．典型な長さとしてこ

こではボーア半径

a0 =
ℏ2

meκ
=

ℏ
mecα

(9)

を採用して規格化を行う．これらを用いることでエネルギー E や質量 me を無次元化して表示するこ

とができる．それらを

E′ =
E

cℏa0
, m′

e =
mec

ℏa0
(10)
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としよう．

無次元化するためには a0r
′ = r とした後に r′ = r と置き直す．すると，Schrödinger方程式の無次

元化方程式として， [
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2

r2
+

2m′
eα

r
+ 2E′m′

e

]
Ψ = 0 (11)

を得る．同様に Klein–Gordon方程式の無次元化方程式として，[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2 − α2

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Ψ = 0 (12)

を得る．Dirac方程式の無次元化方程式化（Schorödingerや Klein–Gordonに合わせて二階の方程式と

した）については付録で導出を行うが，[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2 − α2 − iαρ1σ · r̂

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Ψ = 0 (13)

のようになる．ここで，ϵijk を Levi-Civita記号として，角運動量演算子 Li
*1

Li =
1

i
ϵijkxj

∂

∂xk
(14)

導入した．各方程式中では角運動量演算子の自乗

L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3 (15)

として登場する．

2.3 束縛状態のエネルギー

2.3.1 Schrödinger方程式

角運動量演算子 L1, L2, L3が方程式を不変にすることを利用する．すなわち，L1, L2, L3がなす so(3)

代数のカシミール元 L2 と方程式は同時対角化できる．

カシミール元 L2 の固有値は l ∈ Z≥0 として l(l + 1)となる．これを用いると動径変数に関する常微

分固有方程式 [
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m′
eα

r
+ 2E′m′

e

]
Rl = 0 (16)

を得る．

関数

φl(r) = rRl(r) (17)

*1 次元としては物理的な角運動量を ℏで割ったものなので無次元．
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を導入すると， [
d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

2m′
eα

r
+ 2E′m′

e

]
φl(r) = 0

(18)

のように，一回微分の項を消去することが出来る．

付録で導出される離散化条件 190を用いると，n ∈ Z+ として，

2m′
eα/

√
4(−2E′me)− l − 1 = n− 1 (19)

が成立する必要がある．

したがって，

E′ = −m′
e

α2

2(n+ l)2
(20)

となる．ここで主量子数

N = n+ l (21)

を導入すると，

E′ = −m′
e

α2

2N2
(22)

となる．すなわち，エネルギーに角運動量量子数は陽には出てこない．これが非相対論的水素原子にお

ける偶然縮退と呼ばれるものである．

2.3.2 Klein–Gordon方程式

Klein–Gordon方程式についても角運動量演算子の作用について不変なので同様の方針で良い．すな

わち，カシミール元 L2 の各固有値 l(l + 1)に対して，動径変数に関する常微分固有方程式[
d2

dr2
+

2

r

∂

∂r
− l(l + 1)− α2

r2
+

2E′α

r
+ (E′2 −m′2

e )

]
Rl(r) = 0

(23)

を得る．

ここで，

l′(l′ + 1) = l(l + 1)− α2 (24)

を満たす実数 l′ には一般には二つあるが以下ではそのうちの大きい方を考える．*2すなわち，

l′ = −1

2
+

√(
l +

1

2

)2

− α2 (25)

*2 暗に 0 < α < 1を用いている．
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とすると， [
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l′(l′ + 1)

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Rl(r) = 0 (26)

という方程式を得る．

関数

φl(r) = rRl(r) (27)

を導入すると， [
d2

dr2
− l′(l′ + 1)

r2
+

2E′α

r
+ (E′2 −m′2

e )

]
φl(r) = 0

(28)

のように一階微分の項が消去される．

付録で導出される離散化条件 190を用いると，n ∈ Z+ として，

2E′α/
√

4(m′2
e − E′2)− l′ − 1 = n− 1 (29)

が成立する必要がある．

ここから，

E′ =
m′

e√
1 + α2(

n− 1
2+

√
(l+ 1

2 )
2−α2

)2

≃ m′
e

(
1− α2

2N2
− α4

N3(2l + 1)

)
(30)

となる．

この場合も

N = n+ l ≥ 1 (31)

を主量子数という．

2.3.3 Dirac方程式

四元スピノールの波動方程式になっているところが，前二者と比較して少し扱いづらい．全角運動量

J = L+
1

2
σ (32)

が波動方程式 13を与える線形演算子と可換であることを用いる．ここで，

Γ = −(σ ·L+ 1)− iαρ1σ · r̂ (33)

を導入すると

Γ2 = (σ ·L+ 1)2 − α2 + 2iαρ1σ · r̂ + iαρ1 {σ · r̂,σ ·L}
= (σ ·L+ 1)2 − α2 + 2iαρ1σ · r̂ + iαρ1 (2r̂ ·L− 2σ · r̂)
= (σ ·L+ 1)2 − α2 (34)
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となり，

(Γ + 1) Γ = σ ·L(σ ·L+ 1)− α2 − iαρ1σ · r̂
= L2 − α2 − iαρ1σ · r̂ (35)

である．これは式 13で出てくる第三項の分子に他ならない．

ここで J2,L2 の固有値が j(j + 1), l(l + 1)の時，

Γ2 =

(
j(j + 1)− l(l + 1) +

1

4

)2

− α2 (36)

であるが，j = l ± 1
2
*3のいずれかであるから，それぞれの場合について

Γ2 =

(
l +

1

2
± 1

2

)2

− α2 (37)

となる．

一方， [
σ · r̂, ∂

∂r

]
=

[
L2,

∂

∂r

]
= 0 (38)

を用いると Γと式 13を与える線形演算子を同時対角化する表示を採用できる．

このとき Γの固有値は

±

√(
l +

1

2
± 1

2

)2

− α2 (39)

であるが，正の方を γ とする．

今考えている部分空間（J2,L2 が j(j + 1), l(l + 1), j = l ± 1
2 となる部分空間を考えている）では動

径方向の方程式 [
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− γ(γ + 1)

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Rl(r) = 0 (40)

を考えれば良い．

付録で導出される離散化条件 190を用いると，n ∈ Z+ として，

2E′α/
√

4(m′2
e − E′2)− γ − 1 = n− 1 (41)

が成立する必要がある．

ここから，

E′ =
m′

e√
1 + α2(

n+
√
(l+ 1

2±
1
2 )

2−α2

)2

≃ m′
e

(
1− α2

2N2
− α4

2N3(l + 1
2 ± 1

2 )

)
(42)

*3 j = l + 1
2
の時は l ∈ Z≥0，j = l − 1

2
のときは l ∈ Z>0 である．これにより 0 < α < 1ならば γ ∈ Rが保証される．
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となる．

この場合も

N = n+ l ≥ 1 (43)

を主量子数という．

3 N = 2超対称性量子力学

3.1 N = 2超対称性ハミルトニアンとN = 2超対称性代数

次の様なハミルトニアンを考える．

H =

(
H1 0
0 H2

)
+

(
E 0
0 E

)
(44)

ただし，A,A† ∈ L2(R)を共役な一階の微分演算子の組みとして，

H1 = A†A, (45)

H2 = AA† (46)

と書けるものとする．考えているヒルベルト空間は

Hfb = L2(R)⊕ L2(R) (47)

というものになる．

ここで，二つの共役な演算子

Q =

(
0 0
A 0

)
, (48)

Q† =

(
0 A†

0 0

)
(49)

を定義すると反交換ブラケット {·, ·}*4を用いて，

{Q,Q} = 0 (50){
Q†, Q†} = 0 (51){
Q,Q†} = H − E (52)

などが成立する．そして，

Q2 =
(
Q†)2 = 0 (53)

である．

*4 反交換ブラケット {·, ·}は，{A,B} = AB +BAなる双線形な二項演算子である．
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したがって，

H =
(
Q+Q†)2 + E (54)

と書くことが可能である．この様なハミルトニアンを N = 2超対称性ハミルトニアンと呼ぶ．

ここで，

Q1 = Q+Q† (55)

Q2 = i(Q−Q†) (56)

とすると，

Q2
1 = Q2

2 = H − E (57)

[Q1,H] = [Q2,H] = 0 (58)

{Q1, Q2} = 0 (59)

となる．すなわち，Q1, Q2 は超対称性ハミルトニアンと可換であり，superchargeと呼ばれるものであ

る．この Q1, Q2 が生成する代数を N = 2超対称性代数と呼ぶ．

3.2 フェルミオン演算子を用いた表示

行列で定義される次の演算子

f =

(
0 0
1 0

)
(60)

f† =

(
0 1
0 0

)
(61)

を導入する．これらの間には

{f, f†} = 1 (62)

{f, f} = 0 (63)

{f†, f†} = 0 (64)

という関係式が成立し，

f2 =
(
f†

)2
= 0 (65)

となる．ここで f をフェルミオンの消滅演算子，f† をフェルミオンの生成演算子と呼び，合わせてフェ

ルミオンの演算子と呼ぶ．

これらを用いると，

Q = Af (66)

Q† = A†f† (67)
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が成立し，先に導入した式 44の超対称性ハミルトニアンは

H =
(
Af +A†f†

)2
+ E (68)

と書けることがわかる．

3.3 フェルミオンのフォック空間

フェルミオンのフォック空間 Hf は，フェルミオンが 1つある状態 |1⟩と 1つもない状態 |0⟩の実係
数線形結合からなるヒルベルト空間である．すなわち，

Hf = {c0|0⟩+ c1|1⟩ | |c0|2 + |c1|2 = 1, c0, c1 ∈ R} (69)

である．ここで，

|0⟩ =
(
0
1

)
(70)

|1⟩ =
(
1
0

)
(71)

と見なすことができる．すなわち，

f†|1⟩ = 0 (72)

f†|0⟩ = |1⟩ (73)

f†|0⟩ = 0 (74)

f†|1⟩ = |0⟩ (75)

が成立し，f† がフェルミオン一つを生成する働き，f がフェルミオン一つを消滅する働き，をそれぞれ

することが確認できる．

さらに f†f はフェルミオンの個数演算子の役割を持つ．すなわち，個数演算子は

⟨0|f†f |0⟩ = 0 (76)

⟨1|f†f |1⟩ = 1 (77)

のようにフェルミオンの個数を与える．

元のハミルトニアンで考えていたヒルベルト空間Hfb とフォック空間Hf の関係は

Hfb = L2(R)⊗R Hf

= {f |0⟩+ b|1⟩ | ∥f∥2 + ∥b∥2 = 1, f, b ∈ L2(R)}
(78)

となり，テンソル積で前者が構成されるような関係にある．

超対称性ハミルトニアンは

H =
(
Af +A†f†

)2
+ E

= AA†ff† +A†Af†f + E

= AA† (1− f†f
)
+A†Af†f + E (79)
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と変形できるので，f†f と可換である．したがって，上記の個数演算子 f†f と超対称性ハミルトニアン

H は同時対角化可能であり，縮退した状態が現れることが期待される．実際に縮退を確認できる．

まず，同時対角化可能であることから，あるエネルギー固有状態は f†f の固有状態でもあり，例えば

それはフェルミオンがない固有状態であるとすることができる．このような状態があることを仮定しこ

れを |b⟩として，

|b⟩ = b(x)|0⟩ (80)

と表されてエネルギーが ϵb とする．ここで

|f⟩ = A†f†|b⟩ = A†b(x)|1⟩ (81)

とすると，

H|f⟩ = (A†Af†f + E)A†f†b(x)|0⟩
= A†f†(AA†ff† + E)b(x)|0⟩
= A†f†(A†Af†f +AA†ff† + E)b(x)|0⟩
= A†f†H|b⟩
= ϵb|f⟩ (82)

となり，|f⟩はエネルギーが |b⟩と同じとなる H の固有状態であることがわかる．両者は直交する異な

る状態であるが縮退しているのである．このような f†f との可換性に基づく対称性が超対称性である．

上の例では，|f⟩はフェルミオン的状態，|b⟩はボソン的状態と呼ばれる．
また，|ψ⟩ ∈ Hfb とすると，

⟨ψ | H | ψ⟩ = ∥A†f†|ψ⟩∥2 + ∥Af |ψ⟩∥2 + E ≥ E (83)

が成立しており，エネルギーの下限は E で与えられる．

ここで，上記の |b⟩, |f⟩の組が存在する条件を考える．まず，上記の |f⟩, |b⟩を使って

⟨f |f⟩ = ⟨b|AA†ff†|b⟩
= ⟨b|H − E|b⟩

　 = ϵb − E (84)

という式が成立することが確かめられる．したがって，上記の組が存在するためには

ϵb > E (85)

となる必要がある．

では，下限のエネルギー E を取るような状態はあるのか，そもそもどうなっているのだろうか？ハミ

ルトニアンと個数演算子は同時対角化可能なので，このような状態があるとすると，フェルミオン的か

ボソン的かのいずれかである．前者を仮に f0(x)|1⟩とし，後者を仮に b0(x)|0⟩とする．エネルギーが
E となるためには，前者が解であれば，

Af0 = 0 (86)
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後者が解であれば，

A†b0 = 0 (87)

が成立する必要がある．実際のところ何個 E のエネルギーを取るボソン的状態あるいはフェルミオン

的状態が存在するかは A,A†，すなわちポテンシャル形状に依存する．両者の数の差を

∆ = nb − nf (88)

定義したとき，これはWitten指数と呼ばれる量となる．

4 非相対論的水素原子に潜むN = 2超対称性

二種類の意味で超対称性が存在する．

4.1 スピンが関わらない超対称性

Schrödinger方程式を解く過程で出てくる ψl(r) = rRl(r)に関する固有値方程式[
d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

2αm′
e

r
+ 2E′

lm
′
e

]
ψl(r) = 0 (89)

を考える．このとき，

Hl(r) = − d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
− 2αm′

e

r
(90)

とおけば，

Hl(r)Rl(r) = 2E′
lm

′
eψl(r) =: ϵlψl(r) (91)

と書ける．以下，この固有値方程式における束縛状態のエネルギーを求めることを考える．

4.1.1 因数分解を利用した解法

この節では，

Hl(r) = a†l al + cl (92)

cl はスカラーという形式に書き換えることを考える．al は一回微分を含む演算子であり，a
†
l はその共

役演算子である．

これは可能であり，

al =
d

dr
+
l

r
− αm′

e

l
(93)

a†l = − d

dr
+
l

r
− αm′

e

l
(94)
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cl = −
(
αm′

e

l

)2

(95)

により達成される．（l ≥ 1で成立している．）

一方，別の書き換えをすることができる．それを見よう．昇降演算子と呼ばれるゆえんが見えてくる．

まず，al, a
†
l の交換関係は，

[al, a
†
l ] = − 2l

r2
(96)

となることから，

ala
†
l = a†l al −

2l

r2

= Hl(r)− cl −
2l

r2

= Hl−1(r)− cl (97)

となり，（ただし，l ≥ 1）

Hl−1(r) = ala
†
l + cl (98)

が成立する．したがって，l ≥ 1で，

Hl(r) = al+1a
†
l+1 + cl+1 = a†l al + cl (99)

となる．ただし，式 99の最初の等式に付いては l = 0でも成立している．

角運動量量子数 l ≥ 1に対応する解が

Hlψl,k = ϵl,kψl,k (100)

のように与えられたとする．

このとき，

Hl+1a
†
l+1ψl,k =

[
a†l+1al+1 + cl+1

]
a†l+1ψl,k

=
[
a†l+1(Hl − cl+1) + cl+1a

†
l+1

]
ψl,k

= ϵl,ka
†
l+1ψl,k (101)

が成立する．

この等式より，a†l+1ψl,k = 0でなければ a†l+1ψl,k が角運動量量子数 l+1に対応する解となり，かつ，

ψl と同じエネルギー ϵl,k を持つことが分かる．すなわち，a
†
l は角運動量量子数に関する上昇演算子（固

有状態に作用する）である．しかも（固有状態に作用した場合）エネルギーを保つという特性を持つ．

さらに，l ≥ 1として，

Hl−1alψl,k =
[
ala

†
l + cl

]
alψl,n

= [al(Hl − cl) + clal]ψl,k

= ϵl,kalψl,k (102)
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この等式より，alψl,k = 0でなければ alψl,k が角運動量量子数 l − 1に対応する解となり，かつ，ψl と

同じエネルギー ϵl,k を持つことが分かる．すなわち，al は角運動量量子数に関する下降演算子（固有状

態に作用する）である．しかも（固有状態に作用した場合）エネルギーを保つという特性を持つ．

束縛状態のエネルギーの縮重度は有限である．したがって，固有状態が与えられたときに，上昇演

算子，あるいは下降演算子を作用させて無限に状態を作ることは出来ない．上昇演算子については，

a†l+1ψ = 0を満たす波動関数 ψが存在すること，下降演算子については，量子数 lについての制限 l ≥ 1

によって，作用させることのできる回数が有限であることが保証される．（al は l = 0 で定義不能で

ある．）

ここで，a†l+1ψ = 0を満たす ψ は，明らかに Hl の固有状態である．すなわち，

Hlψ =
[
al+1a

†
l+1 + cl+1

]
ψ = cl+1ψ (103)

となり，対応する固有値は

cl+1 = − 1

(l + 1)2

(κme

ℏ2
)2

(104)

となる．この ψ を ψl,0 とすると，

ψl,0 ∝ rl+1e−
r

l+1
κme
ℏ2 (105)

がその関数形である．対応するエネルギーは，

El,0 = − 1

2(l + 1)2
κ2me

ℏ2
(106)

である．自明なことであるが，lが異なれば El,0 は異なる．

縮退している状態の数は以下のようにして分かる．上記の状態に降演算子を作用させることで，縮退

しているが異なる角運動量量子数を持つ状態 alψl,0, al−1alψl,0, · · · , a1 · · · al−1alψl,0 を得ることが

できる．

それぞれの状態の縮退数はスピンを考慮しない場合，2l+ 1, 2l− 1, · · · , 1となる．したがって，スピ
ンを考慮しない縮退数は

l∑
m=0

(2m+ 1) = l(l + 1) + l + 1 = (l + 1)2 (107)

となる．以上より，束縛状態の波動関数（下降演算子と ψl,0 で書かれる）とエネルギーを求めることが

出来た．

4.1.2 N = 2超対称性ハミルトニアンと superchargeの構成

式 90で出てきた動径部分ハミルトニアンのうち，lと l − 1のものを全てまとめ上げたハミルトニア

ンHl(r)を考える．（l ≥ 1とする．）すなわち，

Hl(r) =

(
Hl(r) 0
0 Hl−1(r)

)
=

(
a†l al 0

0 ala
†
l

)
+

(
cl 0
0 cl

)
(108)
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とおく．このハミルトニアンは明らかに前節で出てきた超対称性ハミルトニアンと同じ形をしている．

ここで，

Q =

(
0 0
al 0

)
(109)

Q† =

(
0 a†l
0 0

)
(110)

(111)

とおくと

H − E =
(
Q+Q†)2 (112)

となり，

Q1 = Q+Q† (113)

Q2 = i(Q−Q†) (114)

とすると，これらは superchargeとなる．

4.2 スピンが関わる超対称性

この節は Tangerman–Tjonの議論 [33]に従う．次章において Dirac方程式に潜む超対称性を考える

にあたってとても参考になるものである．

Schrödinger方程式 (
− ∇2

2me
− κ

r

)
Ψ = EΨ (115)

にスピン 1/2の自由度を入れた方程式を考える．*5ただし，特に新たな相互作用の項を入れないものと

する．この時，得られるスペクトルは変わらない．

4.2.1 準備

演算子K を

K = − (σ ·L+ 1) = − (2S ·L+ 1) (116)

で定義する．*6S,σ はスピン演算子，パウリ行列を表し，

S =
1

2
σ (117)

の関係がある．

*5 ℏ = 1とする．
*6 これは次節で出てくる Dirac演算子と呼ばれるものと関係がある．
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また，Laplace–Runge–Lenzベクトルを

A =
1

2me
(p× L− L× p)− κx

r
(118)

で定義する．すると，角運動量ベクトル，Laplace–Runge–Lenzベクトルの各成分間の交換関係は

[Li, Lj ] = iϵijkLk (119)

[Li, Aj ] = iϵijkAk (120)

[Ai, Aj ] = −i
2H

me
ϵijkLk (121)

のようになる．　さらに

[K,H] = [A,H] = [L,H] = 0 (122)

が成立し，K,A,Lといった量はハミルトニアンと可換である．このほかに

A2 = 2
H

me

(
L2 + 1

)
+ κ2 (123)

A · L = L ·A = 0 (124)

といった関係式が成立する．

4.2.2 N = 2超対称性ハミルトニアンと superchargeの構成

以上の準備を用いると，

(S ·A)
2
=

1

2
HK2 +

1

4
(125)

が成立する．

演算子 K とハミルトニアン H は可換なので両者が対角化されるような表示を考えることができる．

ここでK の固有値が k となるような部分ヒルベルト空間を考える．そのような部分空間において

2

(
S ·A
k

)2

= H +
1

2k2
(126)

が成立する．ここで

H = H +
1

2k2
(127)

Q1 = Q1 ≡ S ·A
k

(128)

Q2 = iAPk = iA
K

k
(129)

とすると，

Q2
1 = Q2

2 = H (130)
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[Q1,H] = [Q2,H] = 0 (131)

{Q1, Q2} = 0 (132)

が成立する．すなわちハミルトニアン H を N = 2 超対称性ハミルトニアン，Q1, Q2 を二つの

superchargeと見ることができる．

昇降演算子

Q± =
1

2
(Q1 ± iQ2) (133)

を定義する．

5 相対論的水素原子に潜むN = 2超対称性

この章は Katsura–Aokiの議論 [35]に従う．ここでは一般 D + 1次元 Dirac方程式を考える．原子

単位系 c = ℏ = 1を採用すると，Dirac方程式は[
γ0(p0 − V ) + γipi −me

]
Ψ = 0 (134)

と書ける．ここで第二項において i = 1, 2, · · · , D であり，Einstein の縮約記法を用いている．また，

{γ0, γ1, · · · , γD}はクリフォード代数 Cl(1, D)の生成元であり，

{γµ, γν} = 2gµν = diag(+1,−1,−1, · · · ,−1) (135)

を満たす．D + 1元運動量

pµ = i
∂

∂xµ
(136)

について p0 = p0 = H とすれば，非時間依存 Dirac 方程式を得ることができる．pi = −pi を用いる
と，非時間依存 Dirac方程式は

HΨ = (γ0γipi +meγ
0 + V )Ψ (137)

と書くことができる．このH を Diracハミルトニアンと呼ぶ．以下，V を球対称ポテンシャルとする．

5.1 球対称ポテンシャル下の Dirac方程式の対称性

■回転対称性 so(D)

全角運動量テンソルを次のように定義する．

J ij = Lij +
i

2
γiγj (138)

ただし，軌道角運動量テンソルを Lij = xipj − xjpi とした．第二項はスピン角運動量テンソルである．
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すると， [
γiγj , γkγl

]
= 2

(
δikγ

jγl − δilγ
jγk − δjkγ

iγl + δjlγ
iγk

)
(139)[

Lij , Lkl
]
= i

(
δikL

jl − δilL
jk − δjkL

il + δjlL
ik
)

(140)

より， [
J ij , Jkl

]
= i

(
δikJ

jl − δilJ
jk − δjkJ

il + δjlJ
ik
)

(141)

となることがわかる．したがって，{iJ ij}はリー代数 so(D)を生成することがわかる．

Jab は H と可換であることが示せる．[
Jab, V (r)

]
=

[
Jab, γ0

]
= 0 (142)

はすぐにわかる．また， [
γaγb, γ0γi

]
= 2γ0(γbδia − γaδib) (143)

[
Lab, pi

]
= i(δiapb − δibpa) (144)

•を用いると， [
Jab, γ0γipi

]
= γ0γi

[
Lab, pi

]
+

i

2
pi

[
γaγb, γ0γi

]
= 0 (145)

がわかる．

S2 :=
1

2

∑
a̸=b

(
i

2
γaγb

)2

=
D(D − 1)

8
(146)

■パリティ対称性 Z2

Dirac作用素

K = γ0

 i

2

∑
a ̸=b

γaγbLab +
1

2
(D − 1)

 (147)

と定義する．

[
γ0γaγb, γ0

]
=

[
γ0γaγb, V (r)

]
= 0 (148)

は直ちにわかる．

また， [
γ0, γ0γipi

]
= 2γipi (149)
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γ0 ∑
a̸=b

γaγbLab, γ0γipi

 = 2(D − 1)iγipi (150)

と合わせることで， [
K, γ0γipi

]
= 0 (151)

がわかる．以上より Diracハミルトニアン H と Dirac作用素K が可換であり，

[K,H] = 0 (152)

が成立する．

ここで，

PK = K/|K| (153)

で定義される K の既約部分空間ごとに作用する作用素をパリティ演算子という．パリティ演算子につ

いても

[PK ,H] = 0 (154)

が成立する．

5.2 クーロンポテンシャル下のN = 2超対称性

クーロンポテンシャル下ではパリティ対称性や so(D) 対称性以外の対称性があることがわかる．そ

れを 3 + 1次元 Dirac方程式で初めて見つけたのは Johnsonと Lippmannである．*7これは非相対論的

水素原子における隠れた対称性を記述するために必要となる Laplace–Runge–Lenz–Pauli ベクトルの

相対論版とも言うべきものである．

ここでは Katsuraと Aokiが行なった一般次元拡張版を紹介する．*8

■Johnson–Lippmann–Katsura–Aoki演算子の導入

ここでは天下り的に Johnson–Lippman–Katsura–Aoki演算子を与え，それが Diracハミルトニアン

と可換であることを示す．ポテンシャルがクーロン型であるとする．すなわち，

V (r) = −α
r

(155)

とする．

この時，Johnson–Lippmann–Katsura–Aoki演算子を

A := γD+1γ0γi
xi

r
− i

meα
KγD+1(H − γ0me) (156)

*7 この対称性の生成元を Johnson–Lippmann演算子と呼ぶがその導出方法を示した論文 [36]がある．
*8 こちらについては Johnson–Lippmann演算子をクリフォード代数の知識を用いることで自然な一般化を図ったものなの
で，Johnson–Lippnmann演算子を思いつく時の苦労よりは少ないと考えられる．
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で定義する．ここで，γD+1 はクリフォード代数の構成要素であって

γD+1 =
(
γD+1

)†
,
(
γD+1

)2
= 1,

{
γD+1, γµ

}
= 0 (157)

を満たすものである．

Johnson–Lippmann–Katsura–Aoki演算子と Diracハミルトニアンが可換であること，すなわち

[A,H] = 0 (158)

については計算で示すことができる．

■N = 2超対称性ハミルトニアンと superchargeの構成

二つの関係式

A2 = 1 +

(
K

α

)2 (
H2

m2
e

− 1

)
(159)

{K,A} = 0 (160)

が成立することが計算で確かめることができる．

ここで，

H = A2 (161)

Q1 = A (162)

Q2 = iAPK (163)

とすると，

Q2
1 = Q2

2 = H (164)

[Q1,H] = [Q2,H] = 0 (165)

{Q1, Q2} = 0 (166)

が成立する．すなわちハミルトニアン H を N = 2 超対称性ハミルトニアン，Q1, Q2 を二つの

superchargeと見ることができる．

6 最後に

本ノートでは非相対論的水素原子と相対論的水素原子に潜む N = 2超対称性について紹介した．こ

の対称性に対応した代数である N = 2 SUSY代数を用いることで，波動関数を代数的に取り扱うこと

が可能である．

最後に実際の水素原子では核磁性を原因とする超微細構造相互作用や原子核のサイズ効果や量子電磁

気力学効果による Lambシフト等を原因としてこの超対称性が破れていることを指摘しておく．このよ

うな Dirac方程式を超えた効果について詳しい論文 [39–41]がある．
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A 付録

Dirac方程式の変形について

ここでは，

V (r) = −κ
r

(167)

とする．Dirac方程式 [
cσ · pρ1 +mec

2ρ3 + (V − E)
]
ψ = 0 (168)

の両辺に ρ3 を掛けると， [
ℏcσ · ∇ρ2 +mec

2 + (V − E)ρ3
]
ψ = 0 (169)

が成立する．この左辺の線形演算子を O+ とかく．ここで，

O− = ℏcσ · ∇ρ2 −mec
2 + (V − E)ρ3 (170)

とすると，

[O+, O−] = 0 (171)
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が成立する．

ここで，

O−O+Ψ = 0 (172)

の解 Ψについて

O+O−Ψ = 0 (173)

が成立する．すなわち，ψ = O−Ψは Dirac方程式

O+ψ = 0 (174)

を満たす．

一方，

O+ψ = 0 (175)

の解 ψ は

O−O+ψ = 0 (176)

を満たす．

したがって，

O−O+Ψ = 0 (177)

を解くと Dirac方程式のスペクトルを必要十分得ることができる．ここで，

O−O+ =
[
(ℏc)2∇2 − (mec

2)2 + (V − E)2 + ℏciρ1σ · (∇V )
]

(178)

=

[
(ℏc)2∇2 − (mec

2)2 +
(κ
r
+ E

)2

+
iℏcκ
r3

ρ1σ · r
]

(179)

であるから， [
(ℏc)2∇2 − (mec

2)2 +
(κ
r
+ E

)2

+
iℏcκ
r3

ρ1σ · r
]
ψ = 0 (180)

を解くことに帰着する．これを展開すると式 13が出る．[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2 − α2 − iαρ1σ · r̂

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Ψ = 0.

Laguerre関数について

次の方程式 [
d2

dr2
− l̃(l̃ + 1)

r2
+
A

r
−B

]
φl(r) = 0 (181)
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を考える．ただし，A,B > 0, l̃ ∈ Rとする．
この時， [

d2

dr2
− l̃(l̃ + 1)

r2
+
A

r
−B

]
φl(r) = 0 (182)

となる．

Laguerre関数

Lα
n(x) =

(α+ 1)n
n!

M(−n;α+ 1;x) (183)

を用いて*9関数

Φα
n(x) = e−x/2x(α+1)/2Lα

n(x) (184)

を定義すると， [
d2

dx2
− 1

4
+

2n+ α+ 1

2x
− α2 − 1

4x2

]
Φα

n(x) = 0 (185)

が成立している．実は，ラゲール関数を nが実数になるように拡張可能であり，これによって定義され

る Φα
n についても式 185 は成立する．*10

式 182と式 185を見比べて，

r = r′/
√
4B (186)

を導入すると，式 182は[
d2

dr′2
− 1

4
+
A/

√
B

2r′
− (2l̃ + 1)2 − 1

4r′2

]
φl(

√
4Br′) = 0 (187)

のように変形でき，式 185と似た形になっていることがわかる．すなわち，187の解は

φl(
√
4Br′) = Φ2l̃+1

A/
√
4B−l̃−1

(r′) (188)

= e−r′/2r′l̃+1L2l̃+1

A/
√
4B−l̃−1

(r′) (189)

となることが分かる．

束縛状態において波動関数が r → ∞で減衰するという境界条件より，A/
√
4B − l̃− 1は非負整数と

なる必要がある．*11すなわち，

A/
√
4B − l̃ − 1 = n− 1 (n ∈ Z+) (190)

とおける．

*9 M(α;β;x) =
∑∞

k=0
(α)k
(β)k

xk

k!
は Kummerの第一種合流型超幾何関数．例えばWikipedia を参照

*10 非負整数 nを実数 ν に拡張する場合は Lα
ν (x) =

Γ(α+ν+1)
Γ(ν+1)Γ(α+1)

M(−n;α+ 1;x)

*11 実は非整数の正実数 n に拡張したラゲール多項式は x → ∞ で Ln(x) → xnex のように発散する．また，負実数 n の
多項式については，Ln(x) → exx−n−1 のように発散する．陪多項式についても同様．これの証明は別の機会に書く．
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「スピン 1/2」の Klein–Gordon方程式

Klein–Gordon方程式で微細構造を導出することは失敗したが，微細構造を表現する項を人工的に付

与することで，表現可能であることが知られている．それは，Klein–Gordon方程式を二元スピノール

に対する方程式だと思って，そこにスピン軌道相互作用を表す項を後から与える方法である．*12すな

わち， [
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2 − α2 − iασ · r̂

r2
+

2E′α

r
+ E′2 −m′2

e

]
Ψ = 0 (191)

という方程式を解く．四元スピノールに対する方程式である Dirac水素原子との違いは ρ1 が存在しな

いことである．この時 Dirac方程式と同様のやり方で方程式を解くことができ，Dirac方程式と同じ束

縛状態のスペクトルを与える．

*12 Robert J. Ducharme. “Exact Solution of the Klein–Gordon Equation for the Hydrogen Atom Including

Electron Spin.” arXiv preprint arXiv:1006.3971 (2010).を参考に思いついたものである．
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